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Wstep

Rozwazamy rozwiazania uktadu réwnan liniowych Ax = b, gdzie
A= (A1]Az]...|Ap) € Muxp(R), taka ze lin(A) =R", b € R” oraz p > n.

Sparsest solution i basis pursuit solution

Rozwiazanie sparsest to rozwigzanie problemu
argmin ||x||o pod warunkiem Ax = b.
x€RP
Zbiér tych rozwigzan oznaczmy przez Sp. Poniewaz minimalizacja " normy”
0 jest NP—trudna, to wybiera sie inne metody rozwiazywania problemu
compressive sensing. My skupimy sie na strategii basis pursuit, czyli

rozwigzania problemu

argmin || x||1 pod warunkiem Ax = b
xERP

Poprzez S; bedzimy rozumieli zbiér rozwigzan basis pursuit.
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Charakterystyka rozwigzan basis pursuit

Niech x* bedzie rozwigzaniem Ax = b. WprowadZmy oznaczenie
supp(x*) == {i € {1,2,...,p} : x # 0}. Wtedy
i) x* € 51 wtedy i tylko wtedy, gdy

(Vh e ker(A)) | > hisgn(x})

i€supp(x*)

< > Ihi|

i¢supp(x*)

i) S1 = {x*} wtedy i tylko wtedy, gdy

(Vh € ker(A) \ {0}) > hisgn(x)| < > |kl
i€supp(x*) i¢supp(x*)
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WHtasnos¢ przestrzeni puste;

Null space property
Niech x* bedzie rozwigzaniem Ax = b. Wtedy
i) x* € S jesli

(Vh € ker(A))

>, h

i€supp(x*)

i) Sy = {x*} jedli

(Vh € ker(A) \ {0})

>

i€supp(x*)

< |lAll/2

hi

< [lhl[1/2
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Irrepresentable condition

Irrepresentable condition

Niech x* € RP bedzie pewnym rozwigzaniem Ax = b. Wprowadzmy
oznaczenie | := supp(x*). Niech A, oraz A;j oznaczaja macierze, ktérych
kolumnami s3 odpowiednio (A;)ic/ oraz (A;);¢; oraz niech sgn(x;") bedzie
wektorem (sgn(x;"))ics. Zatézmy, ze ker(A;) = 0, wtedy

HA'I—A/(AI,AI)—l sgn(x})|lo < 1= S1 = {x*}
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Rzadkie rozwigzanie problemu basis pursuit

Sparse solution problemu basis pursuit

Niech Ax = b bedzie uktadem réwnan liniowych, gdzie A jest macierza
n x p. Istnieje przynajmniej jedno rozwigzanie x* € S1, dla ktérego
[[x*[lo < n.
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Jedyno$é rozwigzania basis pursuit

General position

Macierz A = (A1|Az|...|Ap) € Mpyxp(R) jest w general position jesli dla
kazdego s € {—1,1}P, dla kazdego podzbioru / C {1,2,...,p}, takiego ze
card(l) < n, przestrzen afiniczna Aff{s;A;};c; spetnia

(Vi ¢ 1) sjA; & Aff{siA;}ies

Jesli macierz A jest w general position to rozwigzanie basis pursuit jest
jedyne.

Niech A bedzie macierza losowa n x p. Jesli wektor losowy
(A11, A1z, ..., Anp) ma gestos¢ na R, to z prawdopodobiefistwem 1, A
jest w general position.
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Warunek aby rozwigzanie byto najrzadsze

Spark

Spark macierzy A definiujemy jako

spark(A) = min{||hlo : h € ker(A) \ {0}}

Warunek spark
Jedli || x*||o < spark(A)/2, to Sp = {x*}.

Niech A bedzie macierza losowa n x p. Jesli wektor losowy

(A11,A12, ..., Anp) ma gestos¢ na R, to z prawdopodobienstwem 1
spark(A) = n+ 1.
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Warunek gwarantujacy, ze rozwigzanie basis pursuit jest
sparsest

Mutual coherence

Niech macierz A bedzie taka, ze ||A1ll2 = ||A2ll2 = -+ = ||Apl2 = 1.
Mutual coherence M(A) definiujemy jako

M(A) i= max{] < As Ay > [}
i#j

Warunek mutual coherence
Jedli [[x*llo < (1 + gray): to So = St = {x*}
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|dentyfikowalnos¢

Powiemy, ze rozwiagzanie x* jest identyfikowalne w odniesieniu do normy
o, jedli
(Vx) Ax = Ax* A x # x* = [|x|l1 > |Ix*|l1

Niech x* bedzie identyfikowalny w odniesieniu do normy ¢!, wtedy
1) Wektor —x* jest identyfikowalny w odniesieniu do normy ¢*.
2) Rodzina wektoréw (A;)jcsupp(x+) jest liniowo niezalezna.

3) Jesli sgn(X) = sgn(x*), to X jest identyfikowalny w odniesieniu do
normy ¢
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Geometryczny opis identyfikowalnosci

Norma
Niech rz(A) = n. Poprzez N4 definiujemy nastepujaca norme na RP

(Yy € RP) Na(y) := min{||x||1 : Ax = y}.

Niech macierz A bedzie w general position. Wektor x* jest identyfikowalny
w odniesieniu do normy ¢! wtedy i tylko wtedy, gdy Na(Ax*) = [x*||1.
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Podsumowanie

@ Minimalizacja "normy” ¢° jest NP—trudna, wiec zamieniamy j3 na
norme /1

Zawsze istnieje rozwigzanie sparse problemu basis pursuit

Bardzo czesto rozwigzanie jest jedyne
Jedli ||x*|lo < (n+1)/2, to czesto basis pursuit odzyskuje rozwigzanie
sparsest

v
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