Algebra liniowa 2 R, Konwersatorium 1 (o ciatach skoniczonych i nie tylko)

Definicja. Charakterystyka ciala to najmniejsza taka dodatnia liczba naturalna n, ze
1+1+1+...4+1=0,lub 0, jesli taka liczba nie istnieje.

n

Zadanie 1. Uzasadnij, ze charakterystyka ciala jest zawsze liczba pierwsza (w przeciw-
nym wypadku bytyby dzielniki zera).

Definicja. Niech K bedzie cialem. (Pod)ciato proste K to najmniejsze ciato zawarte w K.

Zadanie 2. Uzasadnij, ze jesli K jest cialem charakterystyki p, to jego ciato proste to F,,
a jesli jest cialem charakterystyki 0, to ciato proste to Q.

Zadanie 3. Uzasadnij, ze jesli K C L sa ciatami (i dzialania w K to obciecia odpowiednich
dziatan z L), to L jest przestrzenig liniowa nad K.

Zadanie 4. Uzasadnij, ze jesli K jest ciatem skonczonym, to jest (w naturalny sposéb)
przestrzenig liniowa nad pewnym F,,.

Zadanie 5. Zalézmy ze V to przestrzen liniowa nad ciatem o g elementach, ktéra ma baze
B o k elementach (tu k, q sa skoficzone). Uzasadnij, ze V ma q* elementéw (wskazéwka:
kazdy element V przedstawia sie jednoznacznie jako kombinacja liniowa elementéw B).

Zadanie 6. Wywnioskuj z poprzednich zadan, ze jesli K jest cialem skonczonym, to jego
moc jest potega liczby pierwszej.

Zadanie 7. Wywnioskuj z poprzednich zadan, ze liczba elementéw kazdej skonczonej
przestrzeni liniowej jest potega liczby pierwsze;j.

Zadanie 8. Wyznacz ciato o 4 elementach (nazwij jego elementy 0, 1, a, b i znajdz tabelki
dodawania i mnozenia).

Definicja. Pierscien z dzieleniem to zbidr z dziataniami spelniajgcymi wszystkie aksjomaty
ciata précz przemiennosci mnozenia (uwaga: niektore aksjomaty trzeba przez to napisac
w dwoch wersjach: lewej i prawej, np. rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania).

Pierscien (z jedynka) to zbidr speliajacy te same aksjomaty, co pierScien z dzieleniem,
poza istnieniem elementéw odwrotnych i aksjomatem 0 # 1.

Na przyktad kazde ciato jest pierScieniem z dzieleniem, Z, = {0,1,...,n — 1} z do-
dawaniem i mnozeniem modulo n, Z to pierScienie, ale nie N (bo nie ma elementéw
przeciwnych).

Zadanie 9. Uzasadnij, ze skonczony pierScien przemienny (tzn. taki, Ze mnozenie jest
przemienne), ktory nie ma dzielnikéw zera, jest ciatem.

Zadanie 10. Uzasadnij, ze skonczony pierscien, ktéry nie ma dzielnikéw zera, jest pier-
$cieniem z dzieleniem.

«x Zadanie 11. Udowodnij, Ze skoniczony pierscien z dzieleniem jest ciatem.



