Algebra liniowa 2 R, Konwersatorium 2 (pier$cienie z dzieleniem, kwaterniony)

Definicja. Pierscien z dzieleniem (lub ciato skosne) to zbidr z dziataniami +, - z wyrdznio-
nymi elementami 0, 1 spelniajacymi analogiczne aksjomaty jak ciata, poza przemiennoscia
mnozenia, z tym ze przy aksjomatach rozdzielnosci i jedynki trzeba uwzgledni¢ obydwie
strony:

* a-(b+c)=a-b+a-c,
* (a+b)-c=a-c+b-c,
e l-a=a-1=1.

Przestrzen liniowa nad pierScieniem z dzieleniem jest definiowana dokladnie tak samo,
jak nad ciatem.

W szczegolnosci kazde ciato jest pierscieniem z dzieleniem. Ponadto tzw. mate twier-
dzenie Wedderburna méwi, ze kazdy skoniczony pierscien z dzieleniem jest ciatem (tzn.
jest przemienny).

Definicja. Kwaterniony to wyrazenia postaci a + bi + c¢j + dk, przy czym a,b,c,d €R z
oczywistym dodawaniem, na ktérych zadajemy mnozenie w taki sposéb, ze i% = j2 =
k? = —1,ij = k = —ji,jk = i = —kj,ki = j = —ik, poza tym rozszerzajac w naturalny
sposéb (formalnie: R-dwuliniowo).

Zbior kwaternionéw oznaczamy litera H (od Hamiltona).

Sprzezenie kwaternionu z = a + bi + ¢j + dk to ¥ := a — bi — c¢j — dk. Norma to |z| :=
va2+b2+c2+dz2.

Zadanie 1. Sprawdz, ze jesli z,w € H, to zw = wz. (Wskazdéwka, jak utatwi¢ rachunki:
najpierw rozwaz z = 1,1, j, k, a potem sprobuj pomacha¢ rekami.)

Zadanie 2. Sprawdz, ze jezeli z jest kwaternionem, to zZ = 2z = |z|%. (Wskazéwka: wy-
starczy wyrachowaé, ze zz = |z|2.)

Zadanie 3. Wywnioskuj z poprzednich zadan, ze dla z;,z, € H mamy |z,2,| = |21]|25]-
Zadanie 4. Korzystajac z poprzedniego zadania, dla danego z € H\ {0}, znajdz z .

Zadanie 5. Rozwazmy funkcje ¢ : H — M,,,(C) zadang wzorem

a+ bi c+di)

q)(a+bi+cj+dk)=(_c+dl. a—bi

Pokaz ze dla 2,2, € H mamy ¢(2,25) = ¢(21)0(2,) i (27 +25) = 9(21) + 9(2,). (Wska-
z6éwka, by ograniczy¢ rachunki: jak w zadaniu 1.)

Zadanie 6. Wywnioskuj z poprzednich dwoch zadan, ze kwaterniony tworzg pierScien z
dzieleniem.

Liniowa niezalezno$¢ wektoréw i baze przestrzeni nad pierScieniem z dzieleniem defi-
niujemy analogicznie, jak nad ciatami.
Zadanie 7. Przekonajsie (i innych?), ze dowody réwnowaznosci definicji bazy oraz istnie-
nia bazy z wyktadu dzialaja tez dla przestrzeni liniowych nad pierscieniami z dzieleniem.



