Algebra liniowa 2 R (konwersatorium 3 o modutach)

Przyklad. Przyklady pierscieni (przemiennych z jedynka)

. Z’

¢ Zm

e cialo,

* R[X], gdzie R jest pierScieniem,

* pierScienie wielomianéw wiekszej (by¢ moze nieskonczonej, nawet nieprzeliczalnej)
liczby zmiennych,

* R[e], gdzie £2 =0,

* R" gdzie R jest pierscieniem,

* pierscien C(X) funkcji ciaglych (o wartosciach w R) na przestrzeni topologicznej X,

* pierscien C °°(M) funkgcji gtadkich na rozmaitosci rézniczkowalnej M (jesli nie wiesz,
co to rozmaito$¢, mozesz mysle¢, ze M jest otwartym podzbiorem R").

Definicja. Modut nad pierScieniem R to zbidr z wyréznionym elementem 0 i dziataniami
+: M xM — M, -: Rx M — M spelniajacymi te same aksjomaty, co przestrzen liniowa
(poza tym, ze R nie musi by¢ ciatem).

Przyklad. * przestrzenie liniowe sg modutami,
* jesli R jest pierScieniem, to R" jest modutem nad R,
* Zg jest modutem nad Z,
* ogolniej, jesli R jest pierscieniem, to jest modutem nad Z,
* 0gdlniej, jesli M jest modutem nad R, to jest modutem nad Z,
* jesli M jest rozmaito$cig rézniczkowalng i n jest ustalone, to rodzina wszystkich
gladkich n-wymiarowych pdl wektorowych na M jest modutem nad C°°(M).

Definicja. Jesli M jest R-modutem, to méwimy ze B C M jest liniowo niezalezny, jesli jego
elementy nie spetiaja zadnego nietrywialnego réwnania liniowego o wspétczynnikach z
R (tak samo, jak dla przestrzeni liniowych).

Moéwimy ze B jest bazq, jesli ponadto M = Ling(B).

Moéwimy ze M jest wolny, jesli ma baze.

Zadanie 1. Sprawdz, ze R" jest wolnym R-modutem.

Zadanie 2. Sprawdz, ze {2,3} C Z rozpina Z jako Z-modul, ale nie zawiera zadnej bazy
(mimo ze Z jest wolnym Z-modutem).

Zadanie 3. Sprawdz, ze {2} C Z jest liniowo niezalezny, ale nie rozszerza sie do bazy Z
jako Z-modutu.

Zadanie 4. Sprawdz, ze Z, nie jest wolnym Z-modutem, ani nie jest wolnym Z,-modutem,
ani w ogole nie jest Z;-modutem.

Zadanie 5. Znajdz wszystkie Z-liniowo niezalezne podzbiory Q. Wywnioskuj stad, ze Q
nie jest wolnym Z-modutem.
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Zadanie 6. Sprawdz, ze jeSli M jest wolnym R-modutem i ma baze o n elementach, to
M = R" (jako R-modut).

Zadanie 7. Sprawdz, zZe jesli V jest przestrzenia liniowa nad K i F € End(V), to V ma
strukture K[X ]-modutu zadana przez P - v := P(F)(v).

Zadanie 8. Zauwaz, ze modul z poprzedniego zadania nigdy nie jest wolny, jesli 0 <
dimg V < o0.

Zadanie 9. Zdefiniuj sume prosta modutéw (nad ustalonym pierScieniem).

Zadanie 10. Sprawdz, ze Z, ® Z3 = Z¢. Wywnioskuyj stad (rozwazajac je jako Zg-moduty),
ze suma prosta moduléw, ktdre nie sg wolne, moze by¢ wolna.

Zadanie 11. Podaj przykltad modulu M nad Z, takiego ze M & N nigdy nie jest wolnym
Z-modutem. (Modut M taki, ze istnieje N, taki Ze M @ N jest wolny, nazywamy projektyw-
nym.)

Zadanie 12. Uzasadnij, ze 2Z < Z nie jest dopelnialny (to znaczy: nie istnieje M < Z taki
zeZ=27Z&M).

Zadanie 13. Zdefiniuj modut dualny.

Zadanie 14. Znajdz przyklad niezerowego modutu M, takiego ze M* jest zerowy. (W
szczegolnosci naturalne odwzorowanie M — M™* nie jest réznowartoSciowe.)



