Algebra liniowa 2 R, Lista O

Zadanie 1. Rozstrzygnij (z uzasadnieniem), ktdre z podanych zbioréw sa ciatami.

a) Q, b) Q[v2], o) Qli], d Z, e) Z,.
Tu Z,, to liczby catkowite od 0 do n — 1 z dodawaniem i mnozeniem modulo n. W pozo-
statych zbiorach dodajemy i mnozymy jak zwykle w C.

(Mozesz zatozy¢ bez dowodu, zZe dziatania dodawania i mnozenia w C spetniajq oczy-
wiste wlasnosci tacznosci, przemiennosci i rozdzielnosci.)

Zadanie 2. Uzywajac jedynie aksjomatéw przestrzeni liniowej (i arytmetyki liczb) uza-
sadnij precyzyjnie, ze 5(u+w) + 2w = 7(u + w) + (—2)u.

Zadanie 3. Uzasadnij, ze jeSli K jest cialem, to elementy odwrotny i przeciwny do danego
s jedyne, to znaczy:

a) dla kazdych x,y, jezelix +y; =x+y,=0,t0 y; = y,,

b) dla kazdych x, y, jezeli xy; = xy, =1, to y; = y».

Zadanie 4. Udowodnij, ze w dowolnej przestrzeni liniowej V zachodzi (a, b to skalary,
v,w — wektory):

a) —(v—w)=(—v)+w; b) av=0 < (a=0Vvv=0);

c¢) (a—b)y=av—byv; d) a(—v) = (—a)v = —av;

e) av+bw=bv+aw < (a=bVv=w).

Zadanie 5. Znajdz Lin((1,2,3)",(4,5,6)") wR® (opisz ten zbiér réwnaniem lub uktadem
réownan).

Zadanie 6. Odwotujac sie do wiedzy z I semestru opisz wszystkie podprzestrzenie R®.

Zadanie 7. Uzasadnij lub obal (A, B to dowolne podzbiory dowolnej przestrzeni liniowej,
+ oznacza sume kompleksow3):
a)Lin(AUB) = Lin(A) +Lin(B), b)Lin(ANB) = Lin(A) NLin(B), ¢)A C B = Lin(A) C Lin(B).

Zadanie 8. Zalézmy ze V jest przestrzenia liniowa nad cialem skoficzonym K o p* ele-
mentach.! Niech v;,v,,v; € V. Ile najwiecej elementéw moze mieé¢ Lin(vy, v, v3)? Kiedy
tak bedzie?

Zadanie 9. Sprawdz starannie, ze przestrzen R* wszystkich funkcji ze zbioru A w R jest
(z dziataniami zadanymi przez (f + g)(a) = f(a)+ g(a), (eef )(a) = & - f (a)) przestrzenia
liniowg nad R.

Zadanie 10. Dla z € C sprébuj zdefiniowa¢, czym powinno by¢ Q[z] (jak wygladaja jego
elementy), jezeli ma by¢ zamkniete na mnozenie i dodawanie, przy zatozeniu ze:

a) z° €Z, b) z2+2+1=0, ¢) z jest dowolna.
Kiedy Q[z] jest cialem? Podaj przyktad z € C, dla ktérego Q[z] nie jest ciatem.

Mozna pokazaé, ze liczba elementéw ciala skoniczonego zawsze jest potega liczby pierwszej. Mozemy to
zrobi¢ na konwersatorium.



