Algebra liniowa 2 R, Lista 1

Zadanie 0. Niektdére zera na poprzedniej licie oznaczaja wektor zerowy. Znajdz je wszystkie i
dorysuj nad nimi strzatki.

Zadanie 1. Pokaz ze jezeli W, W, <V, to W, NW, < V.
Zadanie 2. Wskaz baze Ry[X] do ktdrej naleza wielomiany 1+ X2,1 +2X + X3.
Zadanie 3. Sprawdz ze jezeli A,B C V sa rozlaczne i AU B jest Inz, to LinANLinB = {0}.

Zadanie 4. Podaj przyktad tréjki V;,V, < W, takiej ze ani V; UV, ani V;\V, nie jest podprzestrzenia
w.

Zadanie 5. Wykaz, ze w dowolnym ciele zachodzg tozsamosci: (—1)x = —x, —(—x) = x,
DED =1, (x)y = —xy, (x—y)lz=xz—yz, T =%-2 (daz#0), -y = (da

2z

X,y #0), 241 =25 (dlax,y #0), x—(y—2) =(x—y)—z.

Zadanie 6. Uzasadnij, ze je$li w uktadzie v,, ..., v, pewne dwa wektory sg réwne, to uklad ten jest
lz. Uzasadnij, ze jesli w uktadzie v,, ..., v, pewien wektor jest réwny 0, to uktad ten jest lz.

Zadanie 7. Dla dowolnych podzbioréw W;, W, przestrzeni liniowej V, uzasadnij ze:
a) jezeli W, < ViW, < W, toW; <V,
b) jezeli W, W, < ViW, CW,, to W; < W,.

Zadanie 8. Ktore z nastepujacych zbioréw sg podprzestrzeniami:

a) CR):{f eCR)|f(7)=0}, {f eCR)|f(12) = f(—12)}, {f € CR) [ (Vx €R)(f'(x) = 0)},
{f €eC'®) [ (Vx eR)BSf'(x) +x*f(x) =0)};

b) przestrzeni ¢ = {(a,);2, | a, € R} wszystkich ciagéw o wyrazach rzeczywistych: {(a,) | (Yn>
0)(dnss = a1 —3a,) }, {(a,) | arp+adyy = 03, {(@) | ary = adyy = 0}, { (@) | as+a,+az5 = 0};

¢) R® — podzbiory okreslone przez réwnania: 22 = x2 +2y2, x +y +22 =0, x>+ y2 +22 = 0,
2x+3y+2z=0;

d) przestrzeni wielomianéw R[X]: wielomiany stopnia 7, {P € R[X] | P/(2) =0}, {P € R[X] |
P"(—=1)+P(4)=0},{P €R[X]| P"(2)+P(0)> =0},

Zadanie 9. Uzasadnij, ze jeSli v;,...,v, sa Inz, a v,,; nie jest ich kombinacjg liniowa, to
Vis--+>Vns Vay1 5@ Inz. Czy jest tez odwrotnie?

Zadanie 10. Wskaz mozliwie duzy liniowo niezalezny podzbiér przestrzeni V = {P € R[X] |
P/(=1)=0}.

Zadanie 11. W zbiorze A = {(0,0,0,0)7,(1,0,1,0)",(1,2,1,3)7,(2,2,2,3)",(0,0,0,1)"} wskaz
podzbidr, ktéry jest baza Lin(A) (rzecz dzieje sie w R).

. s 1z . . , Lo xi+x,+x3+x4+x5=0
Zadanie 12. Znajdzbaze podprzestrzeni R® zadanej uktadem réwnan: { ~* "2 73 T 7473
Xl—X2+X3—X4+X5 =0
(Uzasadnij, ze jest to naprawde baza.)

Zadanie 13.
a) Znajdz P € Rg[X], takie ze P’(—1) # 0.
b) Znajdz P € Rs[X], takie ze P'(—1) = 0, ale P(2) # 0.
¢) Znajdz P € Rg[X], takie ze P’(—1) = P(2) =0, ale P"’(0) # 0.
d) Wywnioskuj, ze dim{P € Rs[X]| P/(—1)=P(2)=P"'(0)=0} < 3.

Zadanie 14. Uzasadnij, ze jesli 3-elementowy zbidr {u, v, w} jest baza V, to réwniez {u+v,u+2v +
w,w} jest bazg V.
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Zadanie 15. Uzasadnij ze jezeli (K, +,-,0,1) spelmia wszystkie aksjomaty ciala, poza tym ze 0 =
1, to K ma dokladnie jeden element. Nastepnie zastandw sie, czy naprawde potrzeba do tego
wszystkich aksjomatéw ciata.

Zadanie 16. Uzasadnij, ze wielomian o wspoélczynnikach rzeczywistych, ktéry ma przynajmniej
jeden niezerowy wspotczynnik, nie zadaje funkcji zerowej. Wywnioskuj stad, ze rézne wielomiany
zadaja rézne funkcje wielomianowe R — R. Czy to jest prawda dla innych cial, zamiast R?

Zadanie 17. Dla V = R? stwierdz, jak duzy (jakiej mocy) jest zbi6r P, o ktérym mowa w dowodzie
istnienia bazy. Jak dtugi moze by¢ tancuch w (B, C) w tym przypadku? Uzasadnij, ze R?> ma baze, w
mozliwie tatwy sposéb.

Zadanie 18. Niech V =R;[X],A={1+X—X2—X3,1+2X?—3X3,X —2X2+X3}. Sprébuj mozliwie
prosto opisa¢ Lin(A): podaj warunek, pozwalajacy tatwo stwierdzi¢ dla danych a, b, c,d, czy wielo-
mian aX® + bX2 + cX +d nalezy do Lin(A). Przetestuj swéj warunek na wielomianach 5X° +4X —8,
X? 42X —3.

Zadanie 19. Udowodnij, Ze B jest bazg przestrzeni liniowej V wtedy i tylko wtedy, gdy jest mini-
malnym podzbiorem V liniowo generujacym V. [Bardziej symbolicznie, udowodnij ze:B jest baza
V < (BSV)A((VC CV)(Lin(C)=V AC SB)=(C =B))).]



