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Zadanie 1. Niech W < V. Uzasadnij ze W jest (a) jadrem (b) obrazem pewnego odwzorowania
liniowego V — V (niekoniecznie tego samego).

Zadanie 2. Przekonaj sie, ze jesli (v, ..., v{) jest bazg dualng do bazy B = (v,,...,V,) przestrzeni
V, to dla kazdego v € V mamy [v]z = (vi(v),.. .,v;j(v))T.
Zadanie 3. Niech a(t) € R[t] bedzie ustalonym wielomianem. Ktdre z nastepujacych funkcji sg
funkcjonatami liniowymi na R,[t] (niezaleznie od n):
a) f(P)=[La(P(t)de,  B) f(P)=[ja(P(tD)de, O f(P)= [ a([P(O]dt,
d) f(P)=P"(-1), e) f(P)=P(1)P'(-1)?

Zadanie 4. Dla ponizszych uktadéw réwnan znajdz rozwigzanie ogélne.
2x1+ x5 +3x3—2x,+x5=4

5x71 +3x9+5x3 +12x, =10 —9x1+10x5+3x3+7x4, =7
6X1 + 3X2 + SX3 _4X4 + 3X5 =5
a) 2X1+2X2+3.X3+5X4:4 b) _4X1+7X2+X3+3X4:5 C)
le +XZ+7X3_4X4+X5 == 11
X1+ 7x5+9x3+4x, =2 7X1 45Xy —4x3—6x4=3

4X1 +2X2 +2X'3—3X4+3X5 = 6

Zadanie 5. Wyznacz uktad fundamentalny rozwigzan uktadu jednorodnego:

Xl_X3+X5=0 3 _
X1+ 4xy + X3+ 2x4+3x5=0

5x1+7xy+x3+3x,+4x5=0
4xl+5X2+2X3+X4+5xS:O
7X1+1OXZ+X3+6X4+5.X5 =0

Xo—X4+x5=0

a) { x;—Xy+XxX5s—xg=0 b)
X9 —X3+Xxg=0
X1 —X4+x5=0

Zadanie 6. Dla jakich prawych stron uktady z poprzedniego zadania pozostajg niesprzeczne?

Zadanie 7. Znajdz wielomian P(X) o wspoéiczynnikach rzeczywistych
a) stopnia 2, taki ze P(1) =8, P(—1) =21 P(2) = 14,
b) stopnia 3, taki ze P(—2) =1, P(—1)=3, P(1) =13 i P(2) =33.

Zadanie 8. Niech ¢;,,, ¢, € (R®)* beda dane wzorami ¢;((x,y,2)") = x +2y —2, p,((x,y,2)") =
¥y +2, 03((x,y,2)") = —x + y + 2z. Uzasadnij, ze (¢,,, ;) jest baza (R®)*; do jakiej bazy R® jest
ona dualna?

Zadanie 9. Znajdz jednorodny uktad réwnan liniowych zlozony z
a) dwéch b) trzech ¢) czterech

réwnan, ktérego zbiér rozwigzan to Lin((1,4,—2,2,—1)7, (1,13,-1,2,9)7, (2,7,—8,4,—5)").

Zadanie 10. Wytlumacz, jak majac uktad réwnan opisujacy podprzestrzen W < R" i wektor v € R"
wyznaczy¢ uktad réwnan opisujacy warstwe v + W. Opisz zbiér {(1,0,—1,1)" + ¢(1,2,1,—2)7 +
s(—1,3,4,0)7 +u(—1,8,9,—2)" : t,s,u € R} uktadem réwnan.

Zadanie 11. Niech B € M;,1)«,(R) bedzie macierza otrzymang z A € M,,(R) przez dopisanie (u
dotu) jednego wiersza. Czy moze sie zdarzy¢, ze wymiar im(Fg) jest mniejszy niz wymiar im(F,)?

Zadanie 12. Uzasadnij, ze zbidr prawych stron dla ktérych uktad o ustalonej macierzy gtéwnej A
jest niesprzeczny jest podprzestrzenia liniowa; uzasadnij, ze wymiar tej podprzestrzeni plus wymiar
przestrzeni rozwigzan ukladu jednorodnego o tej samej macierzy gtéwnej A jest réwny liczbie
kolumn A.
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Zadanie 13. Uzasadnij, ze jesli uktad ma co najmniej 2 rozwigzania, to rzad jego macierzy gtéwnej
jest mniejszy niz jej liczba kolumn.

Zadanie 14. Uzasadnij, ze jesli rzad macierzy gtéwnej uktadu jest réwny liczbie jej wierszy, to uktad
jest niesprzeczny. Podaj przyktad wskazujacy, Ze nie jest to konieczny warunek niesprzeczno$ci.

Zadanie 15. Udowodnij, ze jesli uklad jednorodny ma wiecej niewiadomych niz réwnan, to ma
niezerowe rozwigzanie. Udowodnij, ze jesli uktad ma wiecej réwnan niz niewiadomych, to mozna
zmieni¢ (lub nie) jego prawe strony tak, by stal sie (lub pozostal) sprzeczny.

Zadanie 16. Zinterpretuj operacje kolumnowe w jezyku uktadéw réwnan.

Zadanie 17. Oblicz mgz(D), gdzie D : R,,[X] — R,[X] dane jest wzorem D(P) = P’, za$ B jest baza
a) (1,X,...,X"), b) (X% X",..,X,1), o (L,X—1,3(X—1)%..., (X —1".

Zadanie 18. Uzasadnij, ze V = W implikuje, ze W* = V* (nawet gdy V nie jest skonczenie wymia-
rowa).

Zadanie 19. Niech wierszami macierzy B beda wektory fundamentalnego uktadu rozwigzan uktadu
ATX = 0. Udowodnij, Ze ker F = imF,.

Zadanie 20. Oznaczmy przez (K")' przestrzen liniowa wektoréw wierszowych dtugosci n € N.!
a) Sprawdz ze F: (K") — (K™)* zadane wzorem F(v)(w) = vw dla kazdego w € K" jest izomorfi-
zmem (zauwaz, ze wymiary sie zgadzaja, wiec mozna pomnozy¢ v i w jako macierze).
b) Zauwaz ze G: K" — (K")' zadane wzorem G(v) = v' jest izomorfizmem.
¢) Zatézmy ze B = (b,,...,b,) jest baza K". Kiedy G(B) = (G(b,),...,G(b,)) to baza dualna do
B?

Zadanie 21. Rozwazmy odwzorowanie F: V — W ibazy B, C skoniczenie wymiarowych przestrzeni
V,W. Niech A = m((F). Oznaczajac przez B*,C* bazy dualne do B i C odpowiednio, sprawdz ze
m§. (F*)=AT.

Zadanie 22. Niech W < K", W =Lin{v,,..., v}, dimW =s. Udowodnij, Ze W mozna opisa¢ ukta-
dem n —s réwnan.

Zadanie 23. Jak bardzo wynik metody eliminacji zalezy od dokonywanych wyboréw? Czy potrafisz
podac przyktad ukladu jednorodnego, do ktérego mozna zastosowac¢ metode Gaussa na dwa rézne
sposoby i otrzymac

a) dwa rézne fundamentalne uklady rozwigzan?

b) dwa rézne podziaty zmiennych na wolne i zwigzane?

Zadanie 24. Uzasadnij, ze rk(A + B) < rk(A) + rk(B).

Zadanie 25. Niech f, g € V* spehiaja ker(f) = ker(g). Udowodnij, zZe istnieje skalar o # 0, taki ze
f=ag.

Zadanie 26. Udowodnij, ze $lad tr: M,,,(K) — K jest funkcjonalem na przestrzeni macierzy n x n
z wiadomymi dziataniami. Wykaz, ze dla kazdego funkcjonatu f na tej przestrzeni istnieje jedyna
macierz A € M,,,,(K), taka ze f(X) = tr(AX) dla wszystkich X € M,,,.,(K).

W geometrii rézniczkowej, a wiec i w ogélnej teorii wzglednosci, funkcjonaly i wektory wierszowe nazywa sie kowektorami.



