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Zadanie 1. Niech F : R'% — R” bedzie przeksztalceniem liniowym. Jaki moze by¢ wymiar ker(F)?
Jaki moze by¢ wymiar im(F)? A jak bedzie dla F : R” — R109?

Zadanie 2. Wyznacz baze i wymiar Lin(A) dla:
a) A={(1,0,0,—1)7,(2,1,1,0)7,(1,1,1,1)",(1,2,3,4),(0,1,2,3)"}
b) A={(1,1,1,1,0)7,(1,1,-1,-1,—-1)7,(2,2,0,0,-1)",(1,1,5,5,2)",(1,-1,—-1,0,0) " }.

Zadanie 3. Zalézmy, ze ¢: V — W jest izomorfizmem liniowym. Pokaz, ze
a) U jest k-wymiarowg podprzestrzeniag V <= ¢@[U] jest k-wymiarowa podprzestrzenig W.
b) vi,...,n salnz < ¢@(v;),...,0(v) sa Inz.
c) Lin(vy,...,v) =U < Lin(e(v;),...,0(v)) =@[U].
d) zachodzg inne podobne wiasnosci — az Ci sie znudzi.

Zadanie 4. Stosujac algorytm Steinitza dokonaj wymiany dla bazy (1,0,0)",(1,1,0)",(1,1,1)T i
liniowo niezaleznego podzbioru (0,0,1)",(0,1,1)T przestrzeni R®.

Zadanie 5. Uzasadnij, ze jesli (by,...,b,) jestbaza V zaSa=0-b; +,_, t;b;, to (a,by,...,b,) nie
jest baza V.

Zadanie 6. Sprawdz ze zlozenie przeksztalcen liniowych jest przeksztalceniem liniowym.

Zadanie 7. Sprawdz ze jezeli F: V — W jest liniowe, to F jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy
gdy istnieje takie liniowe G: W -V, ze FoG =idy,, i GoF =id,.

Zadanie 8. Wyznacz (pewna) baze i wymiar nastepujacych podprzestrzeni R®:
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Zadanie 9. Flagq w przestrzeni liniowej V nazywamy ciag (Vy, V4, ..., Vi) podprzestrzeni V, taki ze
V; £ Vi,;. Udowodnij, ze wymiar V jest o 1 mniejszy od maksymalnej mozliwej dtugosci flagi w V.
(Zaktadamy, ze wymiar V jest skonczony.)

Zadanie 10. Znajdz wymiar przestrzeni { P € R;[X]| P(1) = P(—1) =2P(0)+ P”(0)=0}.

Zadanie 11. Napisz jawnym wzorem izomorfizm F: R® — V, dla
a) V={(x,yzt) eR|x+2y+z+3t=0};
b) V={PeR,[X]|P"(0)=P(1)=0}.

W przypadku b) oblicz F~1(X —X3).
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Zadanie 12. Zalézmy, ze dim(V) = n, W < V, dim(W) = k. Uzasadnij, Ze istnieje izomorfizm
F:V — K" takize F[W]={(xy,...,%;,0,...,0)7 | x1,...,x; €K }. Napisz taki izomorfizm wzorem
dlaV =Rs[X], W={PeV|P/(1)+P(0)=0}.

Zadanie 13. Podaj przyktad 4-elementowego podzbioru R?, w ktérym zawarte sg jedynie (doktad-
nie) 3 bazy R®.

Zadanie 14. Podaj przyktad dwéch baz (a;,a,,a3) i (by, b,, bs) przestrzeni R3, takich ze (ay, by, bs)
jest baza R3, ale (b, a,, a;) nie jest baza R>.

Zadanie 15. Czy prawda jest, ze je$li B = (b, by, b3) i C = (c, by, b3) sa bazami R,[X], to dla dowol-
nego P € Ry[X ] wektory [P] i [P]; moga sie rézni¢ tylko pierwsza wspoélrzedng?

Zadanie 16. Sprawdz, ze B = {1,X —2,(X —2)?,...,(X —2)"} jest baza przestrzeni R,[X ]; znajdz
wzér na [P];.

Zadanie 17. Uzasadnij, ze dimLin(B) < |B|. Czy prawda jest, ze réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy B jest Inz?

Zadanie 18. Udowodnij, ze
a) przeksztalcenie identyczno$ciowe jest izomorfizmem liniowym,;
b) przeksztalcenie odwrotne do izomorfizmu liniowego jest izomorfizmem liniowym;
¢) ztozenie izomorfizmoéw liniowych jest izomorfizmem liniowym.

Sformutuj konkluzje tego zadania uzywajac stowa ,relacja”.

Zadanie 19. Z twierdzenia Bezouta wywnioskuj, ze je$li wielomian stopnia < 13 zeruje sie w
1,2,3,...,14, to musi on by¢ wielomianem zerowym. Uzywajac tw. o indeksie wywnioskuj stad,
ze dla dowolnych liczb a;,a,,...,a;, istnieje (jedyny) wielomian P stopnia < 13 taki ze P(1) =
a;,P(2)=a,...,P(14) = a,4. [Zdefiniuj odpowiednie przeksztalcenie liniowe z R;3[X] w R'*.]

Zadanie 20. Czy jest prawda, ze w dowolnej przestrzeni liniowej, dla dowolnych jej podprzestrzeni
liniowych U, V, W zachodzi UNn(V+W)=UNV+UNW?

Zadanie 21. Nie uzywajac calkowania sprawdz, czy sa liniowo niezalezne nastepujace podzbiory
przestrzeni funkcji z R w R: a) {sinx, cos x}; b) {1, cos(2x), cos? x}; ¢) {1, sin x, cos x, sin(2x), cos(2x)}.

Zadanie 22. Oblicz dim{(a,)2; € RN | (Vn = 0)(a,43 = 3a,41 +24,) }.

Zadanie 23. Uzasadnij, ze jesli V i W sg podprzestrzeniami pewnej (skonczenie wymiarowej) prze-
strzeni liniowej, to dim(V + W) = dim(V) + dim(W) — dim(V N W). (wsk. Wybierz baze V n W,
uzupelnij ja do bazy ...). (Ta wtasno$¢ nazywa sie modularnosciq.)

Zadanie 24. Ile k-wymiarowych podprzestrzeni ma n-wymiarowa przestrzen liniowa nad ciatem
g-elementowym?



