Kombinatoryka, lista 2

OEIS-On-Line Encyclopedia of Integer Sequences: https://oeis.org
Cigg Fibonacciego (A000045 w OEIS): Fy := 0, Fy =1, F, := F, 1 + F,_; dlan > 2.
Poczatkowe wyrazy ciagu Fibonacciego:

0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233, 377, 610,987, 1597, 2584, 4181, 6765, . . .,

1. Sprawdz, ze rodzina F wszystkich ciagéow a = (ag, a1, .. .) speliajacych warunek
Ay = Ap_1 + Ap_o dlan > 2, (1)
jest zamknieta na dodawanie i na mnozenie przez liczbe, czyli ze jesli ciggi
a=(ap,a,...), b = (bo, b1, ...)
naleza do F, a € R, to ciagi

a+b:=(ag+bg,a; +by,...),
a-a:=(a-ag,a-a,...)
tez naleza do F (to oznacza, ze F jest przestrzeniq liniowq nad R).
2. Dla jakiego x € R\ {0} ciag a,, = 2™ nalezy do rodziny F?
3. Niech z1, 25 bedg pierwiastkami réwnania charakterystycznego x* = x + 1 dla rekuren-
cji (1). Uzasadnij, ze kazdy ciag w rodzinie F jest postaci

an:a-x?jtﬁ-a:g,

gdzie a, f sg odpowiedni dobranymi liczbami rzeczywistymi.

4. Korzystajac z wyliczonych warto$ci x1,x2 i dobierajac odpowiednio «, [ przedstaw
liczby Fibonacciego w postaci
F,=a- 2]+ -y

(wzor Bineta).

5. Wylicz podobny wzor dla liczb Lukasa zadanych rekurencja: Lo := 2, Ly := 1,

L,=L, 1+ L, dla n > 2.
Poczatkowe wyrazy ciagu Lukasa (A000032 w OEIS):

2,1,3,4,7,11,18,29,47,76,123,199, 322, 521, 843, 1364, 2207, 3571, 5778, 9349, 15127, . . ..

6. Czy mozna rozszerzy¢ ciag Fibonacciego na liczby catkowite, to znaczy zdefiniowaé¢ F),
dla n € Z tak, ze Fy, = 0, Fy = 1 oraz zeby réwnos¢ F,, = F,,_; + F,,_o byla spelniona dla
kazdego n € Z? Czy nadal bedzie spelniony wzér Bineta?

7. Czy w podobny spos6b mozna rozszerzy¢ ciag Lukasa?



8. Podobnie jak w poprzednich zadaniach, wyprowadz wzoér Bineta dla ciagu zadanego
przez rekurencje: ag =0, a; = 1,

Ap = Ap_1 + 20,9 dla n > 2.

9. Znajdz wzor na n-ty wyraz ciggu zdefiniowanego rekurencyjnie: ag = 1, a; = 5,
Ay, = 2051 — 2Qp—2
dla n > 2.
10. Ciag a, zadany jest przez rekurencje: ag = 1, a; = 3,
Ap = 2051 — Ap_2, dla n > 2.
Zmajdz i udowodnij wzoér ogdlny na wyraz a,.
11. Niech F bedzie rodzina wszystkich ciagéow a = (ag, a1, .. .) spetiajacych warunek
an = 6ay_1 — 9a,_2 dla n > 2.
Udowodnij, ze ciagi a, := 3" i b, := n - 3" naleza do rodziny F.

12. Wyprowadz wzor na n-ty wyraz ciagu a,,, ktéry jest zdefiniowany rekurencyjnie: ag :=
1, a; := 5 oraz
ayp = 6a,_1 — 9a,_o dla n > 2.

13. Wzorujac sie na poprzednich przyktadach, wyprowadz wzoér na n-ty wyraz ciagu a,
zadanego rekurencyjnie: ag =1, a; = 4, ay = 8§,

Up = 2051 + dQp_3 — 6an—37

dla n > 3.

14. Wyprowadz wzor na n-ty wyraz ciagu a, zadanego rekurencyjnie: ay = 1, a; = 3,
a9 = 9,
Ap = 20p—1 — Qp—2 + 2053,

dla n > 3.



