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Algebra ISIM 2. Lista 5

Na tej liscie p i q oznaczaja nieparzyste liczby pierwsze. Przez (Z/n)* oznaczamy multyplikatywna grupe
reszt odwracalnych modulo n. Homomorfizm z grupy G w multyplikatywna grupe T liczb zespolonych o
module 1 nazywamy charakterem grupy G.

Cwiczenia

. Przedyskutuj kwestie jednoznacznosci rozkladu skonczonej grupy abelowej w produkt czynnikéw postaci

Z/p".

Udowodnij, ze jeéli p nie dzieli a, to a?~! =1 mod p. (Uzyj grupy (Z/p)*.)
Udowodnij, ze (p — 1)! = —1 mod p. (Uzyj grupy (Z/p)*.)

Uzasadnij, ze jesli 2 = 1 mod p, to z = £1 mod p.

Uzasadnij, ze Z/n ma n réznych charakteréw.

Niech ¢ bedzie nietrywialnym charakterem Z/n. Uzasadnij, ze }° .5 /n o(g) = 0.
Niech ¢,¢:Z/n — T beda dwoma réznymi charakterami. Uzasadnij, ze }° .5, #(9)¢(g) = 0.

Zadania

W kolejnych pieciu zadaniach zakladamy, ze G jest skorniczong grupa abelows.

8. Niech ¢,1: G — T beda dwoma réznymi charakterami. Uzasadnij, ze }° s ¢(9)1(g) = 0.

9. Udowodnij, ze G ma |G| réznych charakteréw.

10.

11.

12.

b)
c)

Niech G oznacza zbiér charakteréw grupy G. Tworzy on grupe (tzw. grupe dualng do G) z dzialaniem

mnozenia: (¢1)(g) = ¢(g) - ¥(g). Udowodnij, ze G~aG (w sposéb naturalny: wyjas$nij, w jaki sposéb
elementy G zadaja, charaktery grupy G), i ze G ~ G (w sposéb nienaturalny).

Przestrzeni L2(G) zespolonych funkcji na grupie G ma naturalny iloczyn skalarny: (f,s) = deG f(g)s(g).
Uzasadnij, ze charaktery G tworza, baze ortogonalna tej przestrzeni.

Transformata Fouriera L2(G) 5 f — f € L2(G) jest okredlona wzorem f(x) = (f,x) = >gec f(a)x(9)
Uzasadnij, ze:

~

= ﬁ > F00x (rdwnosé w L2(G)): Flo) = GIf (™).

Dla liczby calkowitej a niepodzielnej przez p okreslamy symbol Legendre’a (%) jako +1, jesli a jest kwadratem
modulo p, zas jako —1, jesli a nie jest kwadratem modulo p.

Udowodnij, ze element grupy cyklicznej rzedu 2n jest w niej kwadratem pewnego elementu <= jego n-ta
potega jest elementem neutralnym.
a

Udowodnij, ze (5) = " modp.
Udowodnij, ze (%) = (2)(2).

P p/ \p
Udowodnij, ze (Z/pq)* ~ (Z/p)* x (Z/q)*:

Sprawdz, ze ¢: x mod pq — (x mod p, x mod ¢) jest monomorfizmem.
Wywnioskuj, ze ¢ jest izomorfizmem.

Sprawdz, ze obrazem przez ¢ podgrupy {£1} jest podgrupa {(1,1),(—1,—1)}.

. Celem tego zadania jest dowdd prawa wzajemnodci reszt kwadratowych przez policzenie (na dwa sposoby)

iloczynu wszystkich elementéw grupy (Z/pq)”/{£1}, izomorficznej przez ¢ (patrz poprzednie zadanie) z
((Z/p)* x(Z/q)*)/{£(1,1)}. Niech p=2P +1, ¢ =2Q + 1.
Wymnéz wzglednie pierwsze z pg elementy zbioru {1,2, ..., 241

—— }. Pokaz, ze obraz tego iloczynu przez ¢ to

q P
Wymnéz elementy zbioru {1,2,..., P} x {1,2,...,q — 1} i otrzymaj (P!~ % (¢ — 1)!F).
Uzasadnij, ze (p — 1)! = (—=1) P!> mod p.



d) Poréwnaj wyniki z uzyciem punktu c); pokaz, ze

16.
17.

()-crm=()

Uzasadnij, ze jedli x i y nie dziela sie przez p, ale p|z? + 5y2, to p = 1,3,7,9 mod 20.
Wykaz, ze grupa (Z/p™)* jest cykliczna:

a) Uzasadnij, ze jesli a jest generatorem (Z/p)*, to a lub a + p jest generatorem (Z/p?)*.
b) Dla n > 2 uzasadnij, ze jesli a jest generatorem (Z/p™)*, to a jest tez generatorem (Z/p™+1)*

18.

19.

20.

21.

Niech liczba pierwsza p bedzie postaci 14 2%n, gdzie n jest nieparzysta. Uzasadnij, ze jesli a jest niepodzielna
przez p, to ciag (a™ mod p, a®® mod p,a*™ modp, ... ,a2k" mod p) albo sklada sie z samych jedynek, albo tuz
przed pierwszym wystapieniem jedynki ma wyraz —1.

Na wlasnosci z poprzedniego zadania oparty jest test pierwszosci Millera-Rabina. Dla podejrzanej o pier-
wszos¢ liczby p losujemy a < p i sprawdzamy wlasno$é¢ z zadania. Jesli liczba p jest zlozona, to wykryjemy
to z prawdopodobieristwem > 3/4. Wielokrotne powtdérzenie tego testu z niezaleznym losowaniem a pozwala
zwiekszy¢ to prawdopodobienstwo.

Dla nieparzystej liczby naturalnej n o rozkladzie na czynniki pierwsze n = [[, pj"" oraz niepodzielnej przez
n liczby a definiujemy symbol Jacobiego jako (%) =11 (pi) o

Udowodnij, ze dla dodatnich nieparzystych liczb catkowitych m, n zachodzi

Ta zalezno$¢ pozwala sprawnie wylicza¢ symbole Legendre’a.

Test pierwszosci Solovaya—Strassena. Chcemy sprawdzié, czy nieparzysta liczba n jest pierwsza. W tym celu
losujemy liczb@ a < n, upewniamy sie, czy (a,n) = 1 (np. algorytmem Euklidesa), po czym sprawdzamy, czy
(ﬂ) =a"T mod n. Jesli n jest pierwsza, to tak bedzie. Jesli n jest zlozona, to szansa, ze tak bedzie jest nie
wigksza niz 1/2; aby ja zmniejszy¢, nalezy test wykonaé kilka razy, niezaleznie losujac a.



