Algebra ISIM 2. Lista 8

Podzielnosé
. Uzasadnij, ze w pierscieniu Z & Z (z dzialaniami po wspélrzednych) element (1,0) nie jest jednostka, i
nie rozklada sie na iloczyn elementéw nierozktadalnych.
Uzasadnij, ze w pierscieniu UFD istnieje najwiekszy wspolny dzielnik. Zdefiniuj najmniejsza wspdlna
wielokrotnosé; wykaz ze w pierécieniu UFD ona istnieje i jest jednoznaczna z dokladnoscia do sto-
warzyszenia.

Niech a,b € Z. Udowodnij, ze alb w Z <= al|bw Z[i].

. Uzasadnij, ze najwiekszy wspdlny dzielnik wielomianéw P(X), Q(X) € Q[X] jest w Q[X] taki sam jak
w C[X].

Udowodnij, ze jesli P(X) jest nierozkladalnym elementem Q[X], to P(X) nie ma wielokrotnych pier-
wiastkéw zespolonych. (Wsk. (P(X), P'(X))).

Wykaz, ze jesli P,Q € C[X,Y] maja wspdlny czynnik w C(X)[Y], to maja tez wspdlny czynnik w
C[X,Y].

7. Sprawdz, ze cialo utamkéw dziedziny jest ciatem.

8. Sprawdz, ze jesli K jest cialem, to naturalny monomorfizm K — Ky jest izomorfizmem.

9. Wyznacz cialo utamkéw pierécienia K[[X]].

10.

11.

Idealy

Wykaz, ze
a) przeciwobraz ideatlu przez homomorfizm pierscieni jest ideatem;
a) obraz idealu przez epimorfizm pierécieni jest idealem.

Udowodnij (np. uzywajac lematu Kuratowskiego—Zorna), ze w niezerowym pierscieniu:
a) istnieje ideal maksymalny;
b) kazdy element niebedacy jednostka, lezy w pewnym ideale maksymalnym;
¢) kazdy ideal jest zawarty w pewnym ideale maksymalnym.

Przekrdj wszystkich idealéw maksymalnych pierscienia R jest nazywany jego radykatem Jacobsona i oz-
naczany J(R).

12.
13.
14.

15.

16.
17.

Przypomnienie: d jest liczba calkowita bezkwadratowa, wq

Udowodnij, ze z € J(R) < (Yy € R)(1 —zy € U(R)).

Udowodnij, ze radykal Jacobsona pierécienia ilorazowego R/J(R) jest trywialny.

Element pierscienia nazywamy nilpotentnym, jesli pewna jego potega jest réwna 0. Udowodnij, ze zbiér
wszystkich nilpotentnych elementéw pierscienia jest jego ideatem (zwanym nilradykatem).

Niech S bedzie podzbiorem pierécienia R zamknietym na mnozenie. Zalézmy, ze 0 ¢ S. Udowodnij, w
rodzinie idealéw R rozlacznych z S istnieje (zapewne niejedyny) element maksymalny (ze wzgledu na
zawieranie). Uzasadnij, ze kazdy maksymalny element tej rodziny jest idealem pierwszym.

Udowodnij, ze nilradykal jest rowny przekrojowi wszystkich idealow pierwszych pierscienia.
Udowodnij, ze w ilorazie pierécienia przez jego nilradykal nie ma niezerowych elementéw nilpotentnych.

Pierscienie kwadratowe
_ 1+Vd

= 52 jeslid =1 mod 4, wg = Vd w przeciwnym

przypadku.
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19.

20.

21.
22.

. Zbadaj, dla jakich d < 0 pierscieri Z[wq] jest euklidesowy wzgledem normy z — N(z).

Zbadaj, dla jakich d > 0 pierscienn Z[wg] jest euklidesowy wzgledem normy z — |N(2)|. Pelna lista jest
trudna do uzyskania; postaraj sie znalez¢ wigcej przyktadéw niz znalazte$ dla ujemnych d.

Opisz i narysuj idealy pierdcienia Z[v/—5] odpowiadajace idealnym czynnikom liczby 2. (Inaczej méwiagc,
chodzi o idealy maksymalne zawierajace ideal gléwny (2).)

Udowodnij, ze kazdy ideal pierscienia Z[w,] jest postaci Zn + Z(a + bwgy) dla pewnych n,a,b € Z.
Zbadaj elementy nierozkladalne pierscienia Gaussa Z[i] (ktéry jest UFD):
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a) Uzasadnij, ze kazdy taki element dzieli pewna calkowita liczbe pierwsza.
b) ZnajdZ dzielniki liczby 2.
c¢) Niech p = 4k + 3 bedzie liczba, pierwsza. Uzasadnij, ze p jest nierozkladalna w Z[i].
Niech teraz p = 4k + 1 bedzie nieparzysta liczba, pierwsza.
d) Uzasadnij, ze (%1) = +1.
e) Uzasadnij, ze p | n2 + 1 dla pewnego n € Z.
f) Pokaz, ze p rozklada sie w Z[i] na iloczyn dwéch czynnikéw nierozkladalnych. (Wsk. Uzyj wzoru
n?2+1=m+i)(n—1i).)
g) Uzasadnij, ze te dwa czynniki liczby p nie sa ze soba stowarzyszone.
d) Pokaz, ze p = a® + b? dla pewnych a,b € Z.
23. Niech p bedzie liczba pierwsza postaci 4k + 3. Uzasadnij, ze Z[i]/(p) jest cialem p2-elementowym.
24. Rozwiaz w Z réwnanie 2 = y? + 1 rozkladajac prawa strone w Z[i].

25. Ktoére liczby calkowite sa sumami dwoéch kwadratow? Odpowiedz w terminach rozkladu na czynniki
pierwsze.



