
Algebra ISIM 2. Lista 10

Ćwiczenia

1. Uzasadnij, że jeśli modu l (lub idea l) jest skończenie generowany, to z dowolnego zbioru jego generatorów
można wybrać skończony zbiór generatorów.

2. Niech G = {g1, . . . , gk} ⊆ I ⊳ K[X1, . . . , Xn]. Udowodnij równoważność warunków:
a) (∀f ∈ I)(∃a1, . . . , ak ∈ K)(LT (f) =

∑

i aiLT (gi)).
b) (∀f ∈ I)(∃g ∈ G)(LT (g)|LT (f)).

3. Za lóżmy, że P, f1, . . . , fk ∈ K[X1, . . . , Xn] sa
‘
jednorodne, i że dla pewnych c1, . . . , ck ∈ K[X1, . . . , Xn]

mamy P =
∑

i cifi. Uzasadnij, że dla pewnych jednorodnych d1, . . . , dk ∈ K[X1, . . . , Xn] mamy P =
∑

i difi.

4. Pokaż, że dobry porza
‘
dek na Nn spe lniaja

‘
cy warunek (α > β) ⇒ (α + γ > β + γ) spe lnia też α ≥ 0.

5. Uzasadnij, że lex, grlex i grevlex sa
‘
dobrymi porza

‘
dkami. Zapisz wielomian 4xy2z + 4z2 − 5x3 + 7x2z2

w postaciach monotonicznych wzgle
‘
dem tych porza

‘
dków.

6. (lex) Używaja
‘
c algorytmu Buchbergera wyznacz baze

‘
Groebnera idea lu (xy + 1, y2 − 1).

7. (lex, grlex) Wyznacz baze
‘

Groebnera idea lu (x2y − 1, xy2 − x).

8 Czy x3 + x + 1 ∈ (xz, xy − z, yz − x)?

9. Znajdź wielomian P dwóch zmiennych, taki że x5 + y5 = P (x + y, xy).

Zadania

10. Udowodnij, że jeśli R jest noetherowski, to R[[X ]] też jest noetherowski.

11. Podaj przyk lad porza
‘
dku jednomianowego i wielomianów f, f1, f2 dwóch zmiennych, takich że: reszta

z dzielenia f przez f1, f2 jest niezerowa; reszta z dzielenia f przez f2, f1 jest niezerowa; ale f ∈ (f1, f2).

12. Udowodnij, że każdy wielomian symetryczny zmiennych X1, . . . , Xn wyraża sie
‘

wielomianowo przez
σ1, . . . , σn, gdzie σk =

∑

i1<...<ik
Xi1Xi2 . . . Xik .

13. Udowodnij, że jeśli skończony uk lad wielomianów G spe lnia warunek: (f ∈ (G)) ⇒ (f mod G = 0), to
G jest baza

‘
Groebnera idea lu (G).

14. Ja maja
‘
sie

‘
do siebie wielomiany S(Xαf,Xβg) i S(f, g)?

15. Podaj przyk lad porza
‘
dku jednomianowego innego niż lex, grlex i grevlex.

16. Niech G i H be
‘
da

‘
dwom różnymi bazami Groebnera tego samego idea lu I. Udowodnij, że dla każdego

wielomianu f mamy f mod G = f mod H .

17. Lemat Dicksona.
a) Niech I = (Xα | α ∈ A) be

‘
dzie idea lem generowanym przez zbiór jednomianów. Uzasadnij, że

istnieje skończony C ⊆ A, taki że (Xβ ∈ I) ⇐⇒ (∃γ ∈ C)(Xγ |Xβ).
b) Niech A ⊆ Nn. Uzasadnij, że istnieje skończony C ⊆ A, taki że

(∀α ∈ A)(∃γ ∈ C)(∃δ ∈ Nn)(α = γ + δ).

Baze
‘

Groebnera nazywamy minimalna
‘
, jeśli wyrazy wioda

‘
ce jej elementów sa

‘
postaci Xα (ze wspó lczyn-

nikiem 1), i jeśli żaden z tych wyrazów wioda
‘
cych nie dzieli sie

‘
przez żaden inny. Baza Groebnera jest

zredukowana, jeśli jest minimalna i żaden wyraz żadnego jej elementu nie dzieli sie
‘

przez żaden wyraz
wioda

‘
cy innego jej elementu.

18. Bazy Groebnera sa
‘
dobre, ale niektóre z nich sa

‘
lepsze.

a) Udowodnij, że każdy idea l K[X1, . . . , Xn] ma minimalna
‘
baze

‘
Groebnera.

b) Udowodnij, że zbiór wyrazów wioda
‘
cych minimalnej bazy Groebnera idea lu I zależy tylko od I (a

nie od wyboru bazy minimalnej).
c) Udowodnij, że każdy idea l K[X1, . . . , Xn] ma zredukowana

‘
baze

‘
Groebnera.

d) Udowodnij, że każdy idea l K[X1, . . . , Xn] ma jedyna
‘

zredukowana
‘

baze
‘

Groebnera. Opisz jak ja
‘

otrzymać z uk ladu generatorów idea lu.
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19. Niech f1, . . . , fk ∈ K[X1, . . . , Xn] i niech I = (f1, . . . , fn). Uzasadnij, że I = K[X1, . . . , Xn] ⇐⇒
zredukowana baza Groebnera I to (1).

Przekrój idea lów

20. Niech I ⊳K[X1, . . . , Xn], niech G be
‘
dzie baza

‘
Groebnera I wzgle

‘
dem porza

‘
dku leksykograficznego (X1 >

X2 > . . . > Xn), i niech Iℓ = I ∩ K[Xℓ+1, . . . , Xn]. Uzasadnij, że G ∩ K[Xℓ+1, . . . , Xn] jest baza
‘

Groebnera Iℓ.

21. Niech I, J ⊳K[X1, . . . , Xn]. Uzasadnij, że I∩J = (TI+(1−T )J)∩K[X1, . . . , Xn]. (T to nowa zmienna.)

22. Używaja
‘
c dwóch poprzednich zadań opisz jak znaleźć zbiór generatorów I ∩ J maja

‘
c dane zbiory

generuja
‘
ce I oraz J .

Nullstellensatz

K-cia lo algebraicznie domknie
‘
te. Przez zbiór algebraiczny rozumiemy zbiór algebraiczny w Kn.

23. Udowodnij, że cia lo skończone nie jest algebraicznie domknie
‘
te. Wsk. Używaja

‘
c cykliczności grupy

multyplikatywnej pokaż, że dla odpowiednio dobranego ℓ wielomian (Xℓ−1)/(X−1) nie ma pierwiastka
w K.

24. Niech f, f1, . . . , fk ∈ K[X1, . . . , Xn]. Udowodnij, że f ∈
√

(f1 . . . , fk) ⇐⇒ 1 ∈ (f1, . . . , fk, 1 − Y f) w
K[X1, . . . , Xn, Y ].

25. Niech V,W be
‘
da

‘
zbiorami algebraicznymi. Uzasadnij, że:

a) I(V ∩W ) =
√

I(V ) + I(W );
b) I(V ∪W ) = I(V ) ∩ I(W ).

Zbiór algebraiczny jest rozk ladalny, jeśli jest suma
‘
dwóch mniejszych zbiorów algebraicznych (niekoniecznie

roz la
‘
cznych).

26. Podaj przyk lad
a) zbioru algebraicznego rozk ladalnego na nieroz la

‘
czne sk ladniki;

b) niejednopunktowego zbioru algebraicznego nierozk ladalnego.

27. Uzasadnij, że zbiór algebraiczny jest suma
‘
skończenie wielu nierozk ladalnych zbiorów algebraicznych.

28. Uzasadnij, że zbiór algebraiczny V jest nierozk ladalny ⇐⇒ I(V ) jest idea lem pierwszym.

29. Udowodnij, że idea l radykalny pierścienia K[X1, . . . , Xn] jest przekrojem skończenie wielu idea lów pier-
wszych.

30. Niech X be
‘
dzie zwarta

‘
przestrzenia

‘
metryczna

‘
(lub, jeśli wolisz, domknie

‘
tym i ograniczonym podzbiorem

Rn). Niech C(X) oznacza pierścień cia
‘
g lych funkcji na X o wartościach rzeczywistych.

a) Uzasadnij, że dla każdego x ∈ X idea l mx = {f ∈ C(X) | f(x) = 0} jest maksymalnym idea lem
C(X).

b) Uzasadnij, że każdy idea l maksymalny C(X) jest postaci opisanej w a).
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