Algebra ISIM 2. Lista 10

Cwiczenia

. Uzasadnij, ze jesli modut (lub ideal) jest skoniczenie generowany, to z dowolnego zbioru jego generatoréw

mozna wybra¢ skonczony zbior generatorow.

Niech G ={¢1,...,9x} C I < K[X3,...,X,]. Udowodnij réwnowaznos¢ warunkéw:

a) (Vfel)(Fa,...,ax € K)(LT(f) =32, a:LT(g:))-

b) (Vf € I)(3g € G)(LT(9)|LT(f))-
Zalézmy, ze P, f1,..., fr € K[X1,...,X,] sa jednorodne, i ze dla pewnych cy,...,c; € K[X1,...,X,]
mamy P = >, ¢; f;. Uzasadnij, ze dla pewnych jednorodnych di,...,d, € K[Xy,...,X,] mamy P =
Zi difi-

4. Pokaz, ze dobry porzadek na N™ speliajacy warunek (o > ) = (a + v > 4+ ) spehia tez o > 0.
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Uzasadnij, ze lex, grlex i grevlex sa dobrymi porzadkami. Zapisz wielomian 4xy%z + 422 — 523 + 72222
w postaciach monotonicznych wzgledem tych porzadkéw.

(lex) Uzywajac algorytmu Buchbergera wyznacz baze Groebnera ideatu (zy + 1,y — 1).
(lex, grlex) Wyznacz baze Groebnera ideatu (z%y — 1, 2y% — z).

Czy 23 + 2+ 1€ (v2,0y — 2,yz — 1)?

Znajdz wielomian P dwéch zmiennych, taki ze 2° + y° = P(z + y, zy).

Zadania
Udowodnij, ze jesli R jest noetherowski, to R[[X]] tez jest noetherowski.

Podaj przyklad porzadku jednomianowego i wielomianéw f, f1, fo dwéch zmiennych, takich ze: reszta
7z dzielenia f przez f1, f2 jest niezerowa; reszta z dzielenia f przez fa, f1 jest niezerowa; ale f € (f1, f2).

Udowodnij, ze kazdy wielomian symetryczny zmiennych Xi,..., X, wyraza si¢ wielomianowo przez
O1y...,0n, gdzie o = Zi1<___<ik Xiy Xiy o Xiy -

Udowodnij, ze jesli skoniczony uktad wielomianéw G spelia warunek: (f € (G)) = (f mod G = 0), to
G jest baza, Groebnera ideatu (G).

Ja maja sie do siebie wielomiany S(Xf, X%g) i S(f,9)?

Podaj przyktad porzadku jednomianowego innego niz lex, grlex i grevlex.

Niech G i H beda dwom réznymi bazami Groebnera tego samego idealu I. Udowodnij, ze dla kazdego
wielomianu f mamy f mod G = f mod H.

Lemat Dicksona.
a) Niech I = (X® | @ € A) bedzie idealem generowanym przez zbiér jednomianéw. Uzasadnij, ze
istnieje skoniczony C' C A, taki ze (X# € I) <= (3y € C)(X"|X7).
b) Niech A C N". Uzasadnij, ze istnieje skoriczony C' C A, taki ze

(Va € A)(Fy € C)(F6 € N™)(a =7 +9).

Baze Groebnera nazywamy minimalna, jesli wyrazy wiodace jej elementéw sa postaci X< (ze wspdlezyn-
nikiem 1), i jedli zaden z tych wyrazéw wiodacych nie dzieli sie przez zaden inny. Baza Groebnera jest
zredukowana, jesli jest minimalna i zaden wyraz zadnego jej elementu nie dzieli sie przez zaden wyraz
wiodacy innego jej elementu.
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Bazy Groebnera sa, dobre, ale niektore z nich sa lepsze.
a) Udowodnij, ze kazdy ideat K[X, ..., X,] ma minimalng baze Groebnera.
b) Udowodnij, ze zbiér wyrazéw wiodacych minimalnej bazy Groebnera ideatu I zalezy tylko od I (a
nie od wyboru bazy minimalnej).
¢) Udowodnij, ze kazdy ideat K[X7,..., X,] ma zredukowang baze Groebnera.
d) Udowodnij, ze kazdy ideal K[Xq,..., X,] ma jedyna zredukowana baze Groebnera. Opisz jak ja
otrzymac z uktadu generatoréw ideatu.
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Niech f1,...,fr € K[X3,...,X,] i niech I = (f1,..., fn). Uzasadnij, ze [ = K[X4,...,X,] <
zredukowana baza Groebnera I to (1).
Przekrdj idealtow

Niech I<K[Xy,..., X,], niech G bedzie baza Groebnera I wzgledem porzadku leksykograficznego (X7 >
Xe > ... > X,), iniech Iy = I N K[Xy41,...,Xpn]. Uzasadnij, ze G N K[X¢41,...,X,] jest baza
Groebnera I;.

Niech I, JaK|[Xy,...,X,]. Uzasadnij, ze INJ = (TI+(1-T)J)NK[X3,...,X,]. (T to nowa zmienna.)

Uzywajac dwoch poprzednich zadan opisz jak znalezé zbiér generatoréw I N J majac dane zbiory
generujace [ oraz J.

Nullstellensatz

K-cialo algebraicznie domkniete. Przez zbidr algebraiczny rozumiemy zbior algebraiczny w K™.

Udowodnij, ze cialo skonczone nie jest algebraicznie domkniete. Wsk. Uzywajac cyklicznodci grupy
multyplikatywnej pokaz, ze dla odpowiednio dobranego ¢ wielomian (X*—1)/(X —1) nie ma pierwiastka
w K.

Niech f, f1,..., fx € K[X1,...,X,]. Udowodnij, ze f € \/(fi...,fx) = 1€ (fi,..., fri,1 =Y f)w
K[Xy,...,X,, Y]

Niech V, W beda zbiorami algebraicznymi. Uzasadnij, ze:

a) I(VNW)=/IV)+I(W);

b) IVUW)=I(V)NnI(W).

Zbiér algebraiczny jest rozktadalny, jesli jest suma, dwéch mniejszych zbioréw algebraicznych (niekoniecznie
roztacznych).
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Podaj przyklad
a) zbioru algebraicznego rozkltadalnego na nierozlaczne skladniki;
b) niejednopunktowego zbioru algebraicznego nierozktadalnego.

Uzasadnij, ze zbior algebraiczny jest suma skoniczenie wielu nierozkladalnych zbioréow algebraicznych.
Uzasadnij, ze zbidr algebraiczny V jest nierozkladalny <= I(V) jest idealem pierwszym.

Udowodnij, ze ideat radykalny pierécienia K[Xq,..., X,] jest przekrojem skoriczenie wielu idealéw pier-
wszych.

Niech X bedzie zwarta, przestrzenia metryczna, (lub, jesli wolisz, domknietym i ograniczonym podzbiorem
R™). Niech C(X) oznacza pierscien ciaglych funkcji na X o wartosciach rzeczywistych.
a) Uzasadnij, ze dla kazdego = € X ideal m, = {f € C(X) | f(z) = 0} jest maksymalnym idealem
C(X).
b) Uzasadnij, ze kazdy ideal maksymalny C'(X) jest postaci opisanej w a).



