Algebra ISIM 2. Lista 9

Moduly nad PID
1. Niech R = {f:[0,1] = R | fciagtai f(0) = f(1)},iniech M = {f:[0,1] = R | fciaglai f(0) = —f(1)}.
a) Uzasadnij, ze M jest skoriczenie generowanym R-modulem, ale nie jest R-modulem cyklicznym.
b) Uzasadnij izomorficznosé R-modutéw: M & M ~ R $ R.
¢) Skonstruuj epimorfizm R-moduléw R @ R — M i opisz jego jadro (stwierdz, czy jest izomorficzne
z R czy z M).
2. Uzasadnij, ze kazdy modul nad K[t] mozna opisaé jako przestrzen liniowa z endomorfizmem.

3. Udowodnij, ze modut jest noetherowski wtedy i tylko wtedy, gdy kazda niepusta rodzina jego pod-
moduléw ma element maksymalny (ze wzgledu na inkluzje).

Na wykltadzie udowodnilismy tw. o klasyfikacji skoriczenie generowanych modutéw dla pierscieni Euklides-
owych. Naprawde zachodzi ono dla PID; kolejne zadanie opisuje adaptacje dowodu do tego ogdlniejszego
przypadku.
4. Niech R bedzie PID, i niech A € M, «,(R). Niech tez N = (Ay,...,Ax) bedzie podmodulem R"™
generowanym przez kolumny A. Interesuje nas modut ilorazowy M = R™/N.
a) Uzasadnij, ze jesli ad — be = 1 (a,b,c,d € R), to zamiana w macierzy A kolumn A; oraz A; na
wektory aA; + bA;, cA; + dA; nie zmienia modulu V.
b) Uzasadnij, ze analogiczna jak w a) operacja na wierszach nie zmienia klasy izomorfizmu modutu
M.
¢) Rozszyfruj, co moze znaczyé (a,b) = ((a,b)); udowodnij, ze to prawda (w PID).
d) Uzasadnij, ze jesli (z,y) = z, to z = ax + by dla pewnych a,b € R. Uzasadnij, ze wtedy (a,b) =1,
a wiec istnieja ¢, d € R, takie ze ad — cb = 1.
e) Uzywajac operacji z a) 1 b) przeréb dowdd z wykladu na przypadek PID.
f) Uzasadnij, ze jesli d = pq, (p,q) = L, to R/(d) ~ R/(p) & R/(q) (zaobserwj, 7e w obliczu d) dowsd
z wykladu dziala dla PID).
5. Uzasadnij, ze podmodut modulu wolnego R™ nad pierscieniem R spelniajacym warunek PID jest mo-
dutem wolnym i ma baze zlozona, z nie wiecej niz n elementéw.
6. Opisz moduly skoniczenie generowane nad pierscieniem Gaussa:
a) Uzasadnij, ze modul M nad Z[i] to grupa abelowa z automorfizmem ¢ spehiajacym warunek
(Ve € M)(z + ¢(x) = 0).
b) Opisz mozliwie konkretnie moduly cykliczne postaci Z[i]/(p™) dla p pierwszych w Z][i].
Postaé Jordana

Endomorfizm przestrzeni liniowej nazywamy nilpotentnym, jesli pewna jego potega jest przeksztalceniam
zerowym. Np. F' — X ograniczone do V* jest nilpotentne.
7. Zatézmy, ze N:V — V jest nilpotentne, a v € V spelia N*¥v # 0. Wykaz, ze (v, Nv, N%v,..., N*v)
jest wtedy liniowo niezaleznym uktadem wektoréw.
8. Niech N:V — V bedzie nilpotentne. Niech

ker(N) NTm(N*) = (ker(N) N Tm(N*™1)) @ Ry,

i niech By bedzie baza Rj. Dla kazdego v € Bj wybierzmy u € V speliajacy N*u = v; niech
B(v) = {u, Nu, ..., N¥u}. Udowodnij, ze suma zbioréw B(v) (po wszystkich k i wszystkich v € By)
jest baza V.

9. Znajdz postacie Jordana i bazy jordanowskie dla macierzy:

0 0 0O 0 010 0 0 00 0 0 01
10 0 1}, 0 011 1 0 00 0 0 00
0 00 0]}’ 000 0]}’ 1 -1 0 0}° 1 -1 0 0
0 0 0O 0 0 0O 1 1 10 0 0 00

10. Sprawdz, ze przeksztalcenie R,[X] > P — P’ € R,[X] jest nilpotentne. Wyznacz jego postaé Jordana
i baze jordanowska.
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. W turnieju tenisowym bierze udzial 8 zawodnikéw o numerach startowych od 1 do 8. Turniej jest
rozgrywany systemem pucharowym. Po turnieju zdefiniowano macierz A € Mgyxs(R): a;; = 1 jesli
i-ty zawodnik gral i wygral z j-tym; a;; = 0 w przeciwnym wypadku. Uzasadnij, ze macierz A jest
nilpotentna i wyznacz jej postaé Jordana.

Uzasadnij, ze jedli A € M,,»,(R) spetia A19900 =0, to réwniez A" = 0.

Uzasadnij, ze jesli xp(x) = (—x)™, to F jest nilpotentne.

Znajdz postacie Jordana (najlepiej nie wyznaczajac baz jordanowskich) dla macierzy:

L1 1y (0100 .0

0010 ...0

1 -3 4 s o5y o1t s 01
4 -7 8|51 -4 9|00 L )T T T :
6 7 7)) \=a 0 5 | s
0001000 .0

Wyznacz: przestrzenie wlasne; przestrzenie pierwiastkowe; postacie Jordana; bazy jordanowskie — dla
odwzorowan Fa, A =

0 1 9 0 -2 3 2 0 1 -1 1 6 -9 5 4 2 1 3 -2
s 3 s |t 1 -1 -t} [-12 -1 1) (7 -8 8 7] [-212 -2
Sl ) loo 2 o it 1 o fils 17 1 80| -3 1 4 2

1 -1 0 1 -11 0 1 1 -2 1 3 -2 1 2 -1

Znajdz postaé¢ Jordana macierzy A, wiedzac ze xa(x) = (3 — x)*(2 + ), rzad(A — 3I) = 2. Czy da sie
to zrobié, jesli rzad(A — 31) = 1,3,47

Co wiadomo o postaci Jordana zespolonej macierzy A, jesli: (a) A% =1I; (b) A% = A; (c) A2 = A3
Udowodnij, ze jedli A € M, x,(C), AN = I, to A jest diagonalizowalna, a jej wartoéci wilasne sa
pierwiastkami z jedynki stopnia V.

Z twierdzenia Jordana wywnioskuj, ze dla A € M,,«,(C) zachodzi x4(A4) = 0.

[Ten fakt znany jest jako tw. Cayley’a—Hamiltona i jest prawdziwy nad dowolnym cialem.]

Niech A € M,,xn(C). Udowodnij, ze A" =0 <= tr(A4) = tr(4?) =... =tr(4") = 0.

Niech A € M,,»,(C). Udowodnij, ze istnieje odwracalna P € M, x,(C), taka ze AT = PAP~!.
Wyprowadz wzér na n-ta potege klatki Jordana.



