Algebra ISIM 2. Lista 11

Cwiczenia

. Niech R bedzie pierscieniem, S jego multyplikatywnym podzbiorem, za§ M niech bedzie R-modulem.

Sprawdz, ze SR jest pierécieniem, i ze ST'M jest S™!R-modulem.

2. Sprawdz, ze pierdcien szeregéw formalnych K[[X]] jest lokalny.

3. Niech R bedzie dziedzina, za$ S jej podzbiorem multyplikatywnym. Zrealizuj S~'R jako podpierscien
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ciala utamkéw Rg.
Rozwazmy Q jako modut nad Z. Uzasadnij, ze
a) nie jest on skoniczenie generowany;
b) dla kazdego pierwszego p € Z lokalizacja Q,) = Q;
c) dla kazdego pierwszego p € Z mamy Q) /(p)Qp) = 0. (Mimo to Q # 0.)
W pierécieniu R = Z[/—5] ideal p = (2,1 4+ /—5) jest niegléwnym idealem maksymalnym. Uzasadnij,
ze ideal maksymalny pR,, pierécienia R, jest gléwny; znajdz jego generator.
Uzasadnij, ze rozszerzenie K (X)/K jest przestepne.

Uzasadnij, ze liczby zespolone ktore sa algebraiczne nad Q tworza, przeliczalne i algebraicznie domkniete
podcialo ciata C.

Niech K bedzie cialem rozkladu wielomianu X3 — 2 nad Q. Wyznacz [K : Q).

Zadania

(0 ¢ S) Wlasno$é uniwersalna:

a) Uzasadnij, ze odwzorowanie lokalizujace ¢: R — S™!R ma nastepujaca wlasnoéé uniwersalna; dla
dowolnego homomorfizmu pierscieni ¢¥: R — A spehiajacego 1(S) C U(A) istnieje jedyny homo-
morfizm pierécieni U: S~'R — A, taki ze 1) = ¥ o ¢.

b) Uzasadnij, ze wlasnosé z a) charakteryzuje ¢: jedli ¢': R — R’ tez ja ma, to istnieje jedyny izomor-
fizm 1: R — S™'R taki ze ¢ = 10 ¢'.

Niech S = {1, f, f2,...} € R. Udowodnij, ze ST'R ~ R[X]/(fX —1).
Niech I < R.

a) Uzasadnij, ze jedli ciag R-moduléw A — B — C — 0 jest dokladny, to indukowany ciag R/I-
modutéw A/TA — B/IB — C/IC — 0 tez jest dokladny.

b) Podaj przyklad monomorfizmu modutéw A — B, dla ktérego indukowany homomorfizm A/IA —
B/IB nie jest monomorfizmem.

Udowodnij, ze lokalizacja pierécienia noetherowskiego jest noetherowska.

Uzasadnij, ze ideal ktéry jest maksymalny wsréd idealéw roztacznych z ustalonym zbiorem multyplika-
tywnym jest idealem pierwszym.
Wskaz naturalna, bijekcje miedzy Spec(S~'R) a {P € Spec(R) | PN S = 0}.
Wiasnosci lokalne.
a) (¢: M — N - homomorfizm R-moduléw.) Pokaz, ze
¢ =0 <= (¥Ym € Spec,,(R))(¢m: Mp — Np, jest homomorfizmem zerowym).
b) (M to R-modul, x € M) Pokaz, ze
r=0 <= (Vm € Spec,,(R))(T =0 w M,,).
¢) (M to R-modul, a N to jego podmodul; x € M) Pokaz, ze
r €N < (Vm € Spec,,(R))( w My, zachodzi § € Ny,).
d) (a,b € R) Pokaz, ze
alb <= (¥Ym € Spec,,(R))( w Ry, zachodzi %|%)
Niech R bedzie dziedzina. Traktujemy lokalizacje I, jako podpierécienie ciala ulamkéw Rg. Wykaz, ze
ﬂpESpeC(R) RP = R.

Udowodnij, ze jesli R™ ~ R*, to n = k.
Uzasadnij, ze jesli elementy x1, ..., x, generuja R", to sa wolna baza tego modutu; innymi stowy, jesli
G R" > (r1,...,r) = 1z + ...+ oz, € R" jest epimorfizmem, to jest izomorfizmem.
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a) Uzasadnij, ze istnieje s: R™ — R™, takie ze ¢ o s = Id.
b) Niech N = ker¢. Uzasadnij, ze R = N @ Im(s). Wywnioskuj stad, ze N jest skoriczenie gen-
erowanym R-modulem. Uzasadnij tez, ze Im(s) ~ R".
¢) Uzasadnij, ze wystarczy pokazaé teze dla pierscieni lokalnych.
d) W przypadku lokalnym rozklad R™ = N & Im(s) prowadzi do rozkladu przestrzeni liniowych:
R"/mR"™ = (N/mN) & (Im(s)/mIm(s)). Wywnioskuj N/mN =0, i dalej N = 0.
19. W pierécieniu R = C([—1, 1]) ciagtych funkcji rzeczywistych na przedziale [—1, 1] definiujemy dwa idealy:
m={feR|f(0)=0}orazl ={f € R| (e > 0)(Vz € (—¢,¢))(f(x) =0)}. Udowodnij, ze R, ~ R/I.
20. Niech R = {f:]0,1] = R | fciaglai f(0) = f(1)},iniech M = {f:]0,1] = R | fciagla i f(0) = —f(1)}.
a) Dla € [0,1] niech m,; = {f € R | f(z) = 0}. Uzasadnij, ze m, jest idealem maksymalnym
pierscienia R. Uzasadnij, ze mo = mq, i ze Spec,,(R) = {m, | € [0,1]}.
b) Jak wiemy, R i M nie sa izomorficznymi R-modutami. Udowodnij, ze mimo to dla dowolnego
m € Spec,, (R) zachodzi izomorfizm R,,-moduléw: M, ~ R,,.
¢) Udowodnij, ze dla dwéch réznych m,n € Spec,,(R) pierscienie R,, i R, sa izomorficzne, ale R-
moduly R, i R, nie sa izomorficzne.



