
Algebra ISIM 2. Lista 11

Ćwiczenia

1. Niech R be
‘
dzie pierścieniem, S jego multyplikatywnym podzbiorem, zaś M niech be

‘
dzie R-modu lem.

Sprawdź, że S−1R jest pierścieniem, i że S−1M jest S−1R-modu lem.

2. Sprawdź, że pierścień szeregów formalnych K[[X ]] jest lokalny.

3. Niech R be
‘
dzie dziedzina

‘
, zaś S jej podzbiorem multyplikatywnym. Zrealizuj S−1R jako podpierścień

cia la u lamków R0.

4. Rozważmy Q jako modu l nad Z. Uzasadnij, że
a) nie jest on skończenie generowany;
b) dla każdego pierwszego p ∈ Z lokalizacja Q(p) = Q;
c) dla każdego pierwszego p ∈ Z mamy Q(p)/(p)Q(p) = 0. (Mimo to Q 6= 0.)

5. W pierścieniu R = Z[
√
−5] idea l p = (2, 1 +

√
−5) jest nieg lównym idea lem maksymalnym. Uzasadnij,

że idea l maksymalny pRp pierścienia Rp jest g lówny; znajdź jego generator.

6. Uzasadnij, że rozszerzenie K(X)/K jest przeste
‘
pne.

7. Uzasadnij, że liczby zespolone które sa
‘
algebraiczne nad Q tworza

‘
przeliczalne i algebraicznie domknie

‘
te

podcia lo cia la C.

8. Niech K be
‘
dzie cia lem rozk ladu wielomianu X3 − 2 nad Q. Wyznacz [K : Q].

Zadania

9. (0 6∈ S) W lasność uniwersalna:
a) Uzasadnij, że odwzorowanie lokalizuja

‘
ce φ:R → S−1R ma naste

‘
puja

‘
ca

‘
w lasność uniwersalna

‘
: dla

dowolnego homomorfizmu pierścieni ψ:R → A spe lniaja
‘
cego ψ(S) ⊆ U(A) istnieje jedyny homo-

morfizm pierścieni Ψ:S−1R→ A, taki że ψ = Ψ ◦ φ.
b) Uzasadnij, że w lasność z a) charakteryzuje φ: jeśli φ′:R→ R′ też ja

‘
ma, to istnieje jedyny izomor-

fizm ι:R′ → S−1R taki że φ = ι ◦ φ′.
10. Niech S = {1, f, f2, . . .} ⊆ R. Udowodnij, że S−1R ≃ R[X ]/(fX − 1).

11. Niech I ⊳ R.
a) Uzasadnij, że jeśli cia

‘
g R-modu lów A → B → C → 0 jest dok ladny, to indukowany cia

‘
g R/I-

modu lów A/IA→ B/IB → C/IC → 0 też jest dok ladny.
b) Podaj przyk lad monomorfizmu modu lów A → B, dla którego indukowany homomorfizm A/IA →

B/IB nie jest monomorfizmem.

12. Udowodnij, że lokalizacja pierścienia noetherowskiego jest noetherowska.

13. Uzasadnij, że idea l który jest maksymalny wśród idea lów roz la
‘
cznych z ustalonym zbiorem multyplika-

tywnym jest idea lem pierwszym.

14. Wskaż naturalna
‘
bijekcje

‘
mie

‘
dzy Spec(S−1R) a {P ∈ Spec(R) | P ∩ S = ∅}.

15. W lasności lokalne.
a) (φ:M → N - homomorfizm R-modu lów.) Pokaż, że

φ = 0 ⇐⇒ (∀m ∈ Specm(R))(φm:Mm → Nm jest homomorfizmem zerowym).
b) (M to R-modu l, x ∈M) Pokaż, że

x = 0 ⇐⇒ (∀m ∈ Specm(R))(x1 = 0 w Mm).
c) (M to R-modu l, a N to jego podmodu l; x ∈M) Pokaż, że

x ∈ N ⇐⇒ (∀m ∈ Specm(R))( w Mm zachodzi x
1 ∈ Nm).

d) (a, b ∈ R) Pokaż, że
a|b ⇐⇒ (∀m ∈ Specm(R))( w Rm zachodzi a

1 | b1 ).

16. Niech R be
‘
dzie dziedzina

‘
. Traktujemy lokalizacje Rp jako podpierścienie cia la u lamków R0. Wykaż, że⋂

p∈Spec(R) Rp = R.

17. Udowodnij, że jeśli Rn ≃ Rk, to n = k.

18. Uzasadnij, że jeśli elementy x1, . . . , xn generuja
‘
Rn, to sa

‘
wolna

‘
baza

‘
tego modu lu; innymi s lowy, jeśli

φ:Rn ∋ (r1, . . . , rn) 7→ r1x1 + . . .+ rnxn ∈ Rn jest epimorfizmem, to jest izomorfizmem.
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a) Uzasadnij, że istnieje s:Rn → Rn, takie że φ ◦ s = Id.
b) Niech N = kerφ. Uzasadnij, że Rn = N ⊕ Im(s). Wywnioskuj sta

‘
d, że N jest skończenie gen-

erowanym R-modu lem. Uzasadnij też, że Im(s) ≃ Rn.
c) Uzasadnij, że wystarczy pokazać teze

‘
dla pierścieni lokalnych.

d) W przypadku lokalnym rozk lad Rn = N ⊕ Im(s) prowadzi do rozk ladu przestrzeni liniowych:
Rn/mRn = (N/mN) ⊕ (Im(s)/mIm(s)). Wywnioskuj N/mN = 0, i dalej N = 0.

19. W pierścieniuR = C([−1, 1]) cia
‘
g lych funkcji rzeczywistych na przedziale [−1, 1] definiujemy dwa idea ly:

m = {f ∈ R | f(0) = 0} oraz I = {f ∈ R | (∃ǫ > 0)(∀x ∈ (−ǫ, ǫ))(f(x) = 0)}. Udowodnij, że Rm ≃ R/I.

20. Niech R = {f : [0, 1] → R | f cia
‘
g la i f(0) = f(1)}, i niech M = {f : [0, 1] → R | f cia

‘
g la i f(0) = −f(1)}.

a) Dla x ∈ [0, 1] niech mx = {f ∈ R | f(x) = 0}. Uzasadnij, że mx jest idea lem maksymalnym
pierścienia R. Uzasadnij, że m0 = m1, i że Specm(R) = {mx | x ∈ [0, 1]}.

b) Jak wiemy, R i M nie sa
‘

izomorficznymi R-modu lami. Udowodnij, że mimo to dla dowolnego
m ∈ Specm(R) zachodzi izomorfizm Rm-modu lów: Mm ≃ Rm.

c) Udowodnij, że dla dwóch różnych m,n ∈ Specm(R) pierścienie Rm i Rn sa
‘

izomorficzne, ale R-
modu ly Rm i Rn nie sa

‘
izomorficzne.
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