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Algebra ISIM 2. Lista 4
Cwiczenia
Ile najkrétszych niezerowych wektoréw moze mieé¢ dyskretna podgrupa R2?
Uzasadnij, ze S, = ((1,2,...,n),(1,2)).
Wyznacz parzystosé permutacji w terminach jej rozkladu na cykle.
Niech o, 7 € S,,. Uzasadnij, ze o7 i 7o maja, rozklady na cykle tej samej dlugosci.
Jaki jest najwiekszy mozliwy rzad elementu grupy S77
Uzasadnij, ze 1000-elementowa podgrupa SO(3) ma podgrupe cykliczna 500-elementowa.
Uzasadnij, ze jesli G < I(R?), to [G : G N I+(R?)] < 2. Uogdlnij.
Niech H < G bedzie podgrupg indeksu 2. Uzasadnij, ze: (a) (Vg € G)(gH = Hg); (b) H<G.

Zadania

. Udowodnij, ze dwa cykle w S, o réznych lecz nieroztacznych nosnikach nie sa, przemienne.

Naczelnik zaktadu penitencjarnego z okazji Wielkiego Swiqta zlozyt 100 wiezniom nastepujaca propozycje.
W pewnym pomieszczeniu ustawione bedzie w rzedzie 100 zamknietych pudelek, a w nich losowo zostana
rozmieszczone karteczki z liczbami od 1 do 100, po jednej w kazdym pudetku. Wiezniowie po kolei beda,
wchodzié¢ do tego pomieszczenia. Po wejsciu wiezien wybiera pudelko, otwiera je i odczytuje karteczke; potem
wybiera inne pudetko, otwiera je i odczytuje karteczke, itd. Wolno mu otworzy¢ w sumie 50 pudetek, po
czym bedzie musial opusci¢ pokdéj, ktéry zostanie nastepnie przywrécony do stanu sprzed jego wizyty (z tym
samym rozmieszczeniem karteczek w pudelkach). Wtedy wejdzie nastepny z wieZniéw, itd. Jesli kazdy z
wiezniéw otworzy pudelko ze swoim numerem (wiezniowie sa oczywiscie ponumerowani — liczbami od 1 do
100), to wszyscy odzyskaja wolno$é; w przeciwnym razie wszyscy pozostana w wiezieniu. Wiezieri po wizycie
w pokoju nie ma juz kontaktu z innymi wiezniami, ale przed rozpoczeciem calej procedury wieZniowie moga,
si¢ naradzi¢ i ustali¢ sposéb postepowania. Opracuj dla nich strategie z mozliwie duza szansa sukcesu.

. Udowodnij, ze skoriczona podgrupa F grupy I(R?) izometrii plaszczyzny ma punkt staly:

(Fp € RA)(Vf € F)(f(p) = p). Uzywajac tego faktu wykaz, ze:
F jest w I(R?) sprzezona z pewna podgrupa grupy O(2) (tj. grupy izometrii trzymajacych zero).
Jedli G < I (R?) jest dyskretna i nieskoriczona, a F' < G skoticzona, to F' ma najwyzej 6 elementéw.

. Opisz skoriczone podgrupy grupy O(2).
. Uzasadnij, ze orbita dzialania na R? dyskretnej podgrupy I, (R?) nie ma punktéw skupienia.

. Niech G bedzie skoriczona podgrupa SO(3), skladajaca sie z 24 elementéw; zaltézmy, ze zbiér biegunéw G

sklada sie z trzech orbit G, majacych 12, 8 i 6 elementéw. Udowodnij, ze bieguny z orbity 6-elementowej sa
wierzchotkami o$mio$cianu foremnego. Uzasadnij, ze G jest grupa obrotéw tego osSmioscianu.

Niech G < I, (R?) bedzie podgrupa dyskretna, do ktérej naleza translacje o pewne trzy liniowo niezalezne
wektory. Uzasadnij, ze w G nie ma obrotéw o rzedach innych niz 1,2, 3,4, 6.

Wyznacz 2-podgrupy Sylowa grupy As.

Zaltézmy, ze G ma wlasciwa podgrupe H skoriczonego indeksu n. Udowodnij, ze wtedy G ma dzielnik
normalny indeksu < n! zawarty w H. (Wsk. rozwaz jadro dzialania G na zbiorze warstw G/H.)

Uzasadnij, ze A,, (dla n > 5) nie ma wlasciwej podgrupy indeksu < n.

Udowodnij, ze SLy(F4) ~ As uzywajac dzialania SLy(F4) na zbiorze l-wymiarowych liniowych pod-
przestrzeni F3.

Zmajdz wszystkie izomorfizmy miedzy ponizszymi grupami rzedu 120:

Ss;

A5 X Z/27

grupa izometrii wlasnych dwudziestoscianu foremnego;

S4 X Z/5;

2I; (zdefiniowana tuz po tym zadaniu)



21.

Przypomnienie: dawno temu rozwazaliSmy homomorfizm m:Sp(1) — SO(3) przypisujacy kwaternionowi q
obrét urojonego R? dany wzorem v +— quq~!. Jadro m ma 2 elementy: £1. Przy uzyciu tego homomorfizmu
z grup T, O, I (tetraedralnej, oktaedralnej i ikosaedralnej — czyli grup obrotéw wieloscianéw foremnych:
czworoscianu, osSmioscianu i dwudziestoscianu) mozna wytworzyé grupy 27T, 20, 21 — binarna tetraedralna,
binarna oktaedralng i binarna ikosaedralna, jako przeciwobrazy tych pierwszych w Sp(1): 2T = =~ 1(T),
20 = 77 1(0), 21 = 7~ }(T).

Czy elementy grupy 2T sa wierzchotkami czterowymiarowego wieloscianu foremnego? A jak jest dla 207
Dla 217




