Algebra ISIM 2. Lista 7

Sprawdz, ze jedynka pierscienia jest jedyna, i ze element odwracalny ma jedyny element odwrotny.
W Z[i] wskaz wszystkie elementy stowarzyszone z 7 + 2i.

Cay KIIY])[X] = K[X][Y])?

Uzasadnij, ze U(K[[X]]) = {d>°," an X" | ag # 0}.

Czy kazdy niezerowy wielomian jest odwracalny w K ((X))?

Wyznacz U(K((X))).

Wyznacz wszystkie (z dokladnoscia do stowarzyszenia) elementy nierozkiadalne pierscienia K[[X]].
Udowodnij warunek UFD.

8. Wyznacz jednostki i elementy nierozkladalne pierscienia Z,y (p pierwsza). Udowodnij warunek UFD.

REECERE Y

9. Czy kazdy element K ((X)) jest ilorazem dwéch wielomiandw?

10. Czy jest prawda, ze dla dowolnego pierécienia R zachodzi U(R[X]) = U(R)?
11. Podaj przyktad 10-elementowego pierscienia bez dzielnikow zera, lub wykaz, ze taki pierécien nie istnieje.
12. Czy istnieje homomorfizm pierécieni Z[v/2] — Z[v/3]?

Pierscienie kwadratowe

Niech d oznacza liczbe calkowita bezkwadratowa, tzn. niedzielaca, sie przez kwadrat zadnej liczby pierwszej.
1+f

Definiujemy wy jako jesli d = 1 mod 4, a jako v/d w przeciwnym przypadku.

13. Sprawdz, ze Z[wq] Jest pierscieniem.

Dla elementu r + sv/d € Q(vd) = {r + svVd | r,s € Q} okredlamy sprzezenie jako r + sv/d = r — \/d oraz
norme jako N(r + sv/d) = (r + sv/d)(r + svV/d) = > — ds>.

14. Zauwaz, ze dla d < 0 sprzezenie pokrywa sie z zespolonym sprzezeniem, za$ norma z kwadratem modutu.
Uzasadnij, ze dla d > 0 norma niezerowego elementu Q(\/E) jest niezerowa, cho¢ bywa ujemna.

15. Uzasadnij, ze dla z € Z]wg] mamy N(z) € Z.
16. Niech w € Q(V/d). Uzasadnij, ze nastepujace warunki sa réwnowazne:
a) Zlw] = {a+bw|a,b € Z} jest pierdcieniem;
b) w? + mw +n = 0 dla pewnych m,n € Z;
c) w € Zwy].
17. Uzasadnij, ze U(Z[wq]) = {z € Z[wq] | N(2) = £1}.
18. Dla d < 0 wyznacz U(Z[wq]) (w zaleznosci od d).
19. Udowodnij, ze U(Z[V2]) = {+(1 — V2)" | n € Z}.
20. Niech z € Z]wg], i niech N(z) = p bedzie liczba, pierwsza. Uzasadnij, ze z jest nierozkladalny w Z[wg].
21. Podaj przyklad elementu z € Z[i] ktéry jest nierozktadalny, mimo ze N(z) nie jest liczba, pierwsza.



