Algebra ISIM 2. Wyktad 9: PID

Dziedzine, ktérej kazdy ideal jest gléwny, okreslamy akronimem PID (od principal ideal domain). Takimi
s np. Z i K[X]: w ideale I wybieramy najmniejszy (co do wartosci bezwzglednej / stopnia) element a i
sprawdzamy, ze I = (a); istotnie, gdyby « € I nie byl podzielny przez a, to reszta z dzielenia x przez a tez
lezalaby w I, co przeczyloby minimalnosci a. Ten argument stosuje sie do dziedzin, w ktérych mozna dzieli¢
z reszta (w pewnym sensie mniejsza, od tego, przez co dzielimy).

Def. Drziedzine R nazywamy dziedzing euklidesowa, jesli istnieje funkcja N: R\ {0} — NU{0} (zwana norma),
taka ze
(Vb e R)(Va € R\ {0})(3g,r € R)(b=qa+rA(r=0V N(r) < N(a))).

Whniosek. Dziedzina euklidesowa jest PID.
Uzywa sie tego wniosku np. by uzasadni¢ wlasno$é PID dla kilkunastu pierscieni podobnych do pierscienia
Gaussa Z[i]. A PID implikuje UFD, jak zaraz pokazemy.

Istnienie rozkladu.

Pokazemy najpierw, ze niezerowy i nieodwracalny element x pierscienia R speliajacego PID daje sie
przedstawié jako iloczyn czynnikéw nierozkltadalnych.

Gdyby tak nie bylo, mogliby$my nietrywialnie napisaé z = aa; = abas = abcaz = .... Wtedy (x) C
(a1) C (a2) C ... (wszystkie zawierania wlasciwe). Ale wéwcezas I = [J(a;) jest idealem R, wlasciwym
(gdyz 1 & I); zatem I = (A) dla pewnego A nalezacego do pewnego (a;). Stad wynika, ze ciag ideatéw (a;)
stabilizuje sie od miejsca j, sprzecznosc.

Jednoznacznosé rozkladu.

Pokazemy, ze w pierscieniu PID elementy nierozkladalne sa pierwsze. Schemat dowodu jest taki:

a nierozkladalny = (a) maksymalny <  R/(a) jest cialem
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a pierwszy = (a) pierwszy < R/(a) jest dziedzing

Uwagi: réwnowaznosci nie wymagaja zalozenia PID, ani gléwnosci ideatu; podobnie strzatka |, ktéra jest
oczywista. Ideal T jest pierwszy, jeliab e I = a € I Vb€ I. (Cw. poziome strzalki sa odwracalne.)
(=) Gdyby (a) C (b) C R, to b € (a), zatem a = be dla pewnego c.
(<) alzy <= zy€(a) =z € (a)Vy € (a) < alzValy.
PrzejdZzmy teraz do uzasadniania réwnowaznosci. Odrzucamy wiec zalozenie PID, a zamiast (a) rozpa-
trujemy dowolny ideat I.
<= dolna) R/I jest dziedzina, o ile spemia: jeslizy+I=0w R/I,tox+1=0w R/Tluby+I=0w R/I. Ale
&
z+I=0w R/I < z € I. Ta réwnowaznos$¢ thumaczy powyzszy warunek na pierwszosé¢ ideatu I.
Fakt. I pierwszy <= R/I jest dziedzina.

(<= gorna) Potrzebny jest
Lemat. Pierscieri R jest cialem <= R ma dwa idealy: (0) i R.

Dowéd. (=) Niezerowy ideal I ma niezerowy element a. Ale wtedy kazdy inny element b = (ba™1)a

nalezy do I, wiec I = R. (<) Jedli a # 0, to (a) = R. Zatem 1 € (a), a stad a odwracalny. o
Teraz rozwazmy homomorfizm ilorazowy ¢: R — R/I. Przypisanie J — ¢~ 1J zadaje bijekcje miedzy

zbiorem idealéw R/I a zbiorem tych idealéw R, ktére zawieraja I. Stad

Fakt. I maksymalny <= R/I jest cialem.

W ten sposéb uzasadniliSmy wszystkie implikacje.

Tw. PID = UFD.

Inne wnioski:
e Ideal maksymalny jest pierwszy.
e Niezerowy homomorfizm z ciala w pierscient jest monomorfizmem (bo jadro jest zerowym idealem).



