Algebra ISIM 2. Wyklad 16: Ciala
Charakterystyka.

Niech K bedzie cialem. Homomorfizm pierscieni Z > n — n -1 € K ma jadro, ktére jest idealem Z,
wiec jest postaci (p) dla pewnego p € Z zwanego charakterystykq ciala K. Obraz tego homomorfizmu —
izomorficzny z Z/(p) — jest dziedzina, wiec p jest liczba pierwsza lub zerem.

Rozszerzenie pojedyncze.

Niech E/K bedzie rozszerzeniem cial (znaczy to, ze K jest podcialem E). Dla e € E oznaczamy przez
K (e) najmniejsze podcialo ciala F zawierajace K U {e}. Aby zrozumieé strukture tego ciala postuzymy
sie homomorfizmem ewaluacji: n: K[X] — E, n(P(X)) = P(e). Jak poprzednio: obraz 7 jest dziedzina,
wiec ker 7 jest albo ideatem pierwszym maksymalnym, generowanym przez pewien wielomian nierozkladalny
Q(X), albo tez idealem zerowym. W pierwszym przypadku méwimy, ze e jest algebraiczny nad K; mamy
wowcezas K (e) ~ K[X]/(Q(X))iQ(e) = 0. W drugim przypadku 7 rozszerza si¢ na cialo utamkéw pierécienia
K[X] dajac izomorfizm cial K(X) ~ K (e); méwimy, ze e jest przestepny nad K.

Rozszerzenia algebraiczne.

Rozszerzenie F/K nazywamy algebraicznym, jesli kazdy element F jest algebraiczny nad K. Rozsz-
erzenie jest skoriczone, jedli jego stopienn dimg E jest skonczony. Rozszerzenie skoriczone jest algebraiczne:
potegi dowolnego elementu sg liniowo zalezne nad K. W szczegdlnosci rozszerzenie pojedyncze o element
algebraiczny jest algebraiczne.

Lemat. Niech E/F i F/K beda rozszerzeniami. Jesli oba te rozszerzenia sa algebraiczne, to i E/K
Jjest algebraiczne; jesli oba sa skoriczone, to 1 E/K jest skoriczone.

Dowdéd. Skonczonosé: jesli (e;) jest baza E nad F, za$ (f;) baza F nad K, to (e, f;) jest baza E nad K.

Algebraicznosé. Jesli e € E, to e jest pierwiastkiem wielomianu o wspélczynnikach z F. Rozszerzamy K
o kolejne wspélczynniki, a na koncu o e. Kazdy etap jest rozszerzeniem pojedynczym o element algebraiczny,
wiec jest rozszerzeniem skoriczonym. A zatem cialo uzyskane na koricu jest skonczonym rozszerzeniem K,
skad wynika algebraicznosé e nad K.

Algebraiczne domkniecie.

Rozszerzenie E/K jest algebraicznym domknieciem, jesli jest algebraiczne i jesli cialo E nie ma nietry-
wialnych algebraicznych rozszerzen. (Ten drugi warunek mozna tez wyrazi¢ tak: nie ma w E[X] nierozkla-
dalnych wielomianéw stopnia > 1.)

Twierdzenie. Kazde cialo ma algebraiczne domkniecie, jedyne z doktadnoscia do izomorfizmu.

Dowdd.

Istnienie. Moc algebraicznego rozszerzenia K nie przekracza mocy K X Z; wezmy zbiér X o mocy
jeszcze wigkszej, zawierajacy K. Wérdd rozszerzen algebraicznych ciala K zawartych w X wybierzmy maksy-
malne E (LKZ). Gdyby E mialo nietrywialne rozszerzenie algebraiczne, to mialoby tez rozszerzenie postaci
E[X]/(Q(X)), a to daloby si¢ izomorficznie wlozy¢ w X — sprzeczno$é z maksymalnoscia E. Jest wiec E
domknieciem algebraicznym K.

Jedynosé. Niech E, E’ beda domknieciami algebraicznymi K. Wybieramy (LKZ) maksymalng pare
(F, f), gdzie cialo F spelmia K C FF C E, a f: F — E’ jest wlozeniem cial identycznosciowym na K.

Pokazemy, ze F' = E. Gdyby nie, to niech e € E\F. Wtedy F'(e) ~ F[X]/(Q(X)). Wielomian Q(X), po
przeksztalceniu wspétezynnikéw przez f, ma pierwiastek ¢/ w E’. Dostajemy (f(F))(e') ~ F[X]/(Q(X)) ~
F(e), co przeczy maksymalnosci pary (F, f).

Cialo E’ jest algebraicznym rozszerzeniem K, wiec i algebraicznym rozszerzeniem f(FE); ale f(F) ~ E
nie ma nietrywialnych rozszerzeni algebraicznych. Stad f(E) = E'.

Ciala skonczone.

Na algebraicznym domknieciu E ciala F,, dziala automorfizm Frobeniusa: F(x) = zP. Zb/i6ér punktéw
stalych n-tej potegi F' jest podcialem F,» ciala F. Elementy Fj,» to pierwiastki wielomianu X" — X,
ktorych jest dokladnie p™ gdyz wielomian éw nie ma pierwiastkéw wielokrotnych z uwagi na niezerowos¢
swej pochodnej.

Dalej, kazde podcialo E majace p™ elementéw jest réwne Fpn. Istotnie, grupa multyplikatywna tego
podciala ma rzad p™ — 1, wiec ka/dy jej element spelia réwnanie X P"=1 =1, zatem nalezy do Fpn.
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Jesli L jest innym ciatem o p™ elementach, to F,, C L C E’, gdzie E’ jest algebraicznym domknieciem
L (wigc i Fp). Niech ¢: E' — E bedzie izomorfizmem. Wtedy ¢(L) jest podcialem E o p™ elementach, wiec
¢(L) = Fpn. PokazaliSmy:

Twierdzenie. Dla kazdej liczby pierwszej p i kazdej liczby catkowitej dodatniej n istnieje cialo o p™
elementach, jedyne z doktadnoscig do izomorfizmu.



