Algebra ISIM 2. Wyklad 12: Bazy Groebnera

“Pierscient wielomiandw” bedzie oznaczal pierscierr K[X1,...,X,]; skrétowo bedziemy go zapisywaé
jako K[X] i uzywaé multiindekséw o € N™ (0 € N).

Aby okresli¢ stopienn wielomianu wielu zmiennych potrzebujemy porzadku na zbiorze multiindekséw.
Porzadek jednomianowy na zbiorze N™ to dobry porzadek spelniajacy warunek: a > 8= (a++v > 4+ 7).
Przyklady:

e lex: a > [ <= pierwszy niezerowy wyraz o — 3 jest dodatni;

e grlex: > f <= |a| > |5] lub |a| = |B] i pierwszy niezerowy wyraz a — /3 jest dodatni;

e grevlex: a > <= |a| > |B]| lub |a| = |3]| 1 ostatni niezerowy wyraz o — § jest ujemny.
Przy ustalonym porzadku jednomianowym okreslamy stopieri i wyraz wiodgcy ztozony z wspotczynnika
wiodgcego 1 jednomianu wiodgcego.

Dzielenie z reszta.

Przy ustalonym porzadku wielomianowym mozna wykonaé¢ dzielenie z reszta, wielomianu f przez ciag
wielomianéw F = (f1,..., fx). Bierzemy wyraz wiodacy f i sprawdzamy, czy dzieli sie on przez wyrazy
wiodace kolejnych f;. Jesli tak, to pierwszego pasujacego f; uzywamy do skasowania tego wyrazu wiodacego;
jesli nie, to wyraz wiodacy odejmujemy od f i dodajemy do reszty R. Powtarzamy te procedure az do
wyzerowania f. Ostateczna warto$¢ R nazywamy resztq f modulo F, i oznaczamy 7F lub fmod F'.

Przyktad (lex). Niech f = zy? — o, F = (vy + 1,9%> — 1). Wtedy fmod F = —z — y. Jedli jednak
zamieni¢ kolejnos¢ wyrazéw F', to dostajemy reszte 0; oznacza to, ze f nalezy do idealu generowanego przez
F, mimo ze fmod F # 0. Jest to oczywiscie sytuacja bardzo niepozadana.

Bazy Groebnera.

Skoniczony podzbiér G ideatu I < K[X| nazywamy bazq Groebnera tego ideatu, jesli wyrazy wiodace
elementéw G generuja ten sam ideal pierécienia K[X], co wyrazy wiodace wszystkich elementéw 1.

Z noetherowskosci K[X] wynika, ze kazdy ideal ma bazy Groebnera. Reszta z dzielenia elementu I
przez baze Groebnera I wynosi 0; wynika stad, ze baza Groebnera idealu generuje ten ideal. Okazuje sie, ze
reszta z dzielenia dowolnego wielomianu f przez baze Groebnera pewnego idealu I nie zalezy od kolejnosci
elementéw bazy, a zerowanie sie tej reszty jest réwnowazne nalezeniu f do I. Wynika to z nastepujacego
faktu charakteryzujacego reszte.

Fakt. Niech f € K[X]iniech G bedzie baza Groebnera ideatu I<K|[X]. Istnieje wtedy jedyner € K[X],
takie ze
1) f =g+ r dla pewnego g € I;
2) zZaden wyraz r nie dzieli sie przez zaden wyraz wiodacy zadnego elementu G.
Dowd6d. Istnienia dostarcza opisany wyzej algorytm dzielenia z reszta. Jednoznacznos$é: z 1) widzimy,
ze réznica dwéch wersji r nalezy do I, zatem jej wyraz wiodacy dzieli sie przez wyraz wiodacy pewnego
elementu Gj to jednak przeczy warunkowi 2).

Algorytm Buchbergera.

Jest to procedura przerabiajaca uklad generatoréw idealu na jego baze Groebnera. Uzywa ona pojecia
S-wielomianu, ktéry okreslamy — dla f,g € K[X] — jako
X7 X7
= f - g,
LT(f)”  LT(g)

S(f9)

gdzie X7 to najmniejsza wspéina wielokrotnosé wyrazéw wiodacych LT (f), LT (g) wielomianéw f, g. Innymi
stowy, kasujemy wyrazy wiodace wielomianéw f, g, domnazajac przedtem tak, by przyjely wspélny stopien.
Tw. Niech G, F beda skoriczonymi podzbiorami K[X].
K) (Kryterium Buchbergera) G jest baza Groebnera idealu I = (G) <= (Vg,¢' € G)(S(g,¢') mod G = 0).
A) (Algorytm Buchbergera) Niech I = (F'). Dla kazdej pary f, f’ € F policzmy S(f, f') mod F'; otrzymane
niezerowe reszty dolaczmy do F. Powtarzanie tej procedury w skonczenie wielu krokach prowadzi do
bazy Groebnera I.
Przyktad. Baza Groebnera ideatu (zy + 1,y% — 1) jest G = (zy + 1,92 — 1,z + y).
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Lemat. Jesli wielomiany f; € K[X] sa stopnia §, za$ stopieni ), a; f; jest < 0 (dla pewnych a; € K),
to Zl aifi = Zi,j aijS(fi, fj) (d]a pG‘WHyCh Qi € K)

Istotnie, mozna zatozyé LT(f;) = X?; wtedy S(fi, f;) = fi — f;- Mamy tez wéwezas Y, a; = 0, a zatem
>, aifi jest kombinacja réznic f; — fiy1.

Dowéd tw. K)

(<) Wynika wprost z S(g,g’) € I.

(=) Niech G = (g1,...,9x) i niech f € I = (G). Wtedy f da si¢ przedstawi¢ w postaci f = >, higi;
pokazemy, ze istnieje takie przedstawienie dodatkowo spemiajace § := max; deg(h;g;) = deg(f). (Ten
dodatkowy warunek wymusza juz LT (g;)|LT(f) dla pewnego g;, co daje teze.) Jesli 6 > deg(f), to wyrazy
stopnia 6 w ). h;g; sumuja, sie do zera. Mozna wiec zastosowa¢ lemat do tych f; = LT(h;)g;, ktore sa
stopnia §. Dla takich ¢, j:

(1) S(LT(hi)gi, LT (h;)g;) = X7S(gi,9;) 1 ma stopiern < § (dla pewnego v zaleznego od 1, j);

(2) S(gis95) = >4 WijsYs, gdzie skladniki sa stopnia < deg S(g;,g;) (z warunku S(g;, g;) mod G = 0).
Lemat pozwala wiec zastapi¢ wyrazenie ), h;g; wyrazeniem tej samej postaci, ale o sktadnikach stopnia < 4.
Iterujac opisang procedure dostajemy ostatecznie § = deg f.

A) Kazdy krok algorytmu powieksza ideal generowany przez wyrazy wiodace elementéw F. Ale K[X]
jest noetherowski, wiec algorytm zatrzymuje sie.



