Algebra ISIM 2. Wyklad 4: Kraty

Kraty w R™.

Podgrupe A przestrzeni euklidesowej V' (z dodawaniem jako dziataniem) zwie sie dyskretnq, jesli w pewnej kuli
woko! zera nie ma niezerowych elementéw tej podgrupy. Dyskretna podgrupa pozostanie taka po dowolnej
zmianie iloczynu skalarnego; jest wiec sens méwic¢ o dyskretnej podgrupie skoriczenie wymiarowej przestrzeni
liniowej nad R (zad.).

Jesli kula wokdt zera, o ktérej mowa w definicji, ma promieni r, to kule o promieniu r/2 wokdét réznych
elementéw A sa rozlaczne. Stad wynika, Zze ograniczony podzbiér V' ma skoriczony przekrdj z A. Stad
wnioskujemy dalej, ze w (nietrywialnej) A istnieje wektor niezerowy o minimalnej dlugosci.

Tw. Dyskretna podgrupa R? jest postaci {0}, Zv (dla niezerowego v) lub Zv + Zw (dla Inz v,w).

Za v wybieramy najkrétszy niezerowy wektor A; wtedy Lin(v) N A = Zv, i za w bierzemy wektor spoza
Lin(v) lezacy najblizej Lin(v).

Whiosek: nietrywialna podgrupa Z? jest izomorficzna z Z lub Z2. W R™ dyskretna podgrupa sklada sie z
catkowitoliczbowych kombinacji liniowych co najwyzej n Inz wektoréw (zad.).

Krystalografia

Grupa I, (R?) parzystych izometrii R? jest produktem pétprostym grupy translacji (izomorficznej z samym
R?) i grupy obrotéw SO(2). Dzialanie to po prostu definiujace dziatanie SO(2) na R?.

Podgrupe I grupy I, (R?) nazywamy dyskretna, jesli nie ma w niej translacji o krétkie wektory ani obrotéw o
male katy. Obraz I grupy I' w SO(2) (obraz przez ilorazowe odwzorowanie I (R?) = R2xS0(2) — SO(2))
jest dyskretny, wiec skorniczony i cykliczny, powiedzmy rzedu n.

Tw. Jesli w I' sg nietrywialne translacje, ton = 1,2,3,4 lub 6.

Po pierwsze, czesé translacyjna grupy T', tzn. A = T' N R? jest dyskretna w R? i zachowywana przez I.
Najkrétszy wektor A\ {0} jest blizej zera niz swych obrazéw przez I, stad n < 6. Wykluczamy 5 patrzac
na dhugosé sumy najkrétszego niezerowego wektora A i jego obrazu przez obrét o 47 /5.

Skoniczone podgrupy SO(3).

Powiedzmy, ze taka skoriczona grupa G ma n elementéw. Zbiér osi nietrywialnych elementéw G jest G-
niezmienniczy; wygodniej rozwazaé bieguny, tzn. punkty przeciecia osi ze sferg jednostkowa (wygodniej, bo
na osi jej stabilizator moze dzialaé¢ nietrywialnie). Jesli r, to rzad stabilizatora bieguna z, to suma liczb
ry — 1 (po wszystkich x) daje 2(n — 1). Grupujac bieguny w G-orbity i dzielac przez n dostajemy

2(1—%):2—%.

i

Skladniki po lewej sa co najmniej 1/2, po prawej stoi mniej niz 2; zatem orbit moze by¢:

jedna: sprzecznos¢ arytmetyczna;

dwie: G jest cykliczna, kreci wokot jednej osi;

trzy: mozliwe ukltady r; to (2,2,n/2), (2,3,3), (2,3,4) 1 (2,3,5). Odpowiadaja grupom: dihedralnej, tetrae-
dralnej, oktaedralnej i dodekaedralne;j.

Izomorficznosé i prostota grupy ikosaedralnej i As.

Grupa I obrotéw 12-$cianu ma 60 elementéw, ktore rozmieszczaja, sie w pieciu klasach sprzezonoéci wedle
swych katéw obrotu:
60=1+12+ 12+ 15+ 20.

Zadna podsuma prawej strony (ze skladnikiem 1) nie daje dzielnika liczby 60; zatem grupa ikosaedralna jest
prosta: nie ma nietrywialnego wlasciwego dzielnika normalnego.

W dwunastoscian mozna wpisa¢ 5 szescianéw (zaczynajac od dowolnej przekatnej $ciany). I nietrywialnie
dziata na tym zbiorze pieciu szeScianéw: dostajemy nietrywialny homomorfizm ¢:1 — Ss5. Musi on by¢
1-1 (z powodu prostoty dziedziny ma trywialne jadro); ma obraz w As (przeciwobraz As jest normalnym
dzielnikiem dziedziny). Ale |I| = |A5| = 60; w konsekwencji: ¢ jest izomorfizmem, As jest prosta.



