Algebra ISIM 2. Wyklad 15: Lokalizacja.

Pozdbidér S pierscienia R nazywamy multyplikatywnym, jesli jest zamkniety na mnozenie i jesli 1 € S.
Lokalizacja pierécienia R wzgledem takiego zbioru to piericien ulamkéw S™'R = {£]reRsec S} w

ktérym T = :—: <~ §'(rs’ —r's) = 0 dla pewnego s’ € S. Mozna tez lokalizowa¢ R-modut M, dostajac
S71R-modut S~'M (ktérego elementy to utamki postaci ™ 7 analogiczna, jak wyzej dokladnoscia).
Przyklady.

o S={1,f, f?% ...} jest zbiorem multyplikatywnym.
e Jesli p< R jest ideatem pierwszym, to R\ p jest multyplikatywny. Lokalizacje (R\ p) 'R oznaczamy R,

i nazywamy lokalizacja, R w ideale pierwszym p.

e Niech R = C[-1,1], i niech m = {f € R | f(0) = 0}. Wtedy R,, jest pierScieniem kielkéw (w zerze)
funkcji ciaglych.

o Jedli R jest dziedzina, to S = R\ {0} jest multyplikatywny, a S™!R = Rq jest cialem utamkéw R. Inne
lokalizacje dziedziny mozna traktowaé jak podpierscienie ciata utamkow.

Przelomowa idea Grothendiecka: kazdy pierscien jest w pewnym sensie pierscieniem funkcji na zbiorze
swych iedaléw pierwszych (zwanym spektrum pierscienia). Lokalizacja w ideale pierwszym dostarcza pier-
Scienia kietkéw w odpowiednim punkcie spektrum. Dzieki tej idei mozna badaé¢ pewne wlasnosci pierscieni,
moduléw i homomorfizméw lokalnie. Np. niezerowos¢ jest wlasnoscia lokalna

Fakt. (M — R-modul.) M # 0 <= dla kazdego idealu maksymalnego m < R zachodzi M,, = 0.
Jesli bowiem modul jest niezerowy, to ma niezerowy element x. Anihilator takiego elementu ann(z) =
{r € R|rx = 0} jest idealem R, zawartym w pewnym ideale maksymalnym m. Ale § # 0 w M,,.

Lokalizowaé¢ mozna tez homomorfizmy. Homomorfizm R-moduléw ¢: A — B indukuje homomorfizm

S~!R-moduléw:
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Fakt. Jesli A-25B-25C jest ciagiem dokladnym, to ciag S-lokalizacji A’ B Y0 ter jest dokladny.
(Dokladnosé oznacza ker ) = im ¢.)

kert’ Cim¢’: jesli 1/)’(%) =0, to s’ (b) = 0 dla pewnego s’ € S. Wtedy ¥ (s'b) = 0, a wiec s'b = ¢(a)
dla pewnego a € A. Ostatecznie & = 2@ ¢ iy @'

Whniosek. Niech ¢: A — B bedzie homomorfizmem R-moduléw.
¢ jest mono/epi/izo <= dla kazdego maksymalnego m < R lokalizacja ¢, jest mono/epi/izo.
Wystarczy rozwazy¢ ciag dokladny i jego lokalizacje:

0—ker¢p - A— B— B/im¢p —0

0 — (ker ¢)pm — Ay, = By — (B/im ) — 0

Chinskie twierdzenie o resztach.

Zalozmy, ze Q1,...Qn < R, ize Q; + Q; = R dla kazdej pary i # j. Wtedy R/, Qi ~ D, R/Q;.

Dowéd: Homomorfizm ¢: R — @, R/Q; ma jadro [, Q;. Uzasadnimy, ze ¢ jest epi, pokazujac ze ¢,
jest epi dla kazdego maksymalnego m<R. Zauwazmy, ze (R/Q;)m = 0 jesli Q; € m. W takim razie najwyzej
jedno (R/Q;)m jest niezerowe, i ¢p: Ry — (R/Qi)m jest epi (jako lokalizacja R — R/Q;).

Pierscien lokalny.

Pierscien lokalny to pierscien, ktory ma jeden ideal maksymalny. Lokalizacja pierscienia w jego ideale
pierwszym ma te wlasnos$¢. Inny przyktad to pierdcieni szeregéw formalnych K[[X]].

Lemat Nakayamy. Niech R bedzie pierscieniem lokalnym z idealem maksymalnym m, zas M skon-
czenie generowanym modutem nad R. Jesli M = mM, to M = 0.
Dowéd. Wezmy minimalny zbiér {x1, ..., 2, } generujacy M. Wtedy x, = >, m;x;; stad (1 —my)z, =

Y icn MiTi. Ale 1 —my, jest odwracalny w R (bo € m), zatem {x1,...,7,_1} generuje M — sprzeczno$c.
Whioski.
e R, M jak w lemacie Nakayamy, x1,...,z, € M. Jedli obrazy elementéw 1, ...,2, w M/mM tworza
baze tej przestrzeni liniowej nad cialem R/m, to 21, ..., 2, generuja M.
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(Niech N bedzie podmodutem M generowanym przez x1,...,&,. Mamy m(M/N)= M/N.)

e Niech A, B beda skoriczenie generowanymi modutami nad pierScieniem lokalnym R, a ¢: A — B niech
bedzie homomorfizmem. ¢ jest epi <= homomorfizm A/mA — B/mB indukowany przez ¢ jest epi.
(Ciag doktadny A%B 5050 indukuje ciag doktadny A/mA — B/mB — C/mC — 0.)



