
Algebra ISIM 2. Wyk lad 15: Lokalizacja.

Pozdbiór S pierścienia R nazywamy multyplikatywnym, jeśli jest zamknie
‘
ty na mnożenie i jeśli 1 ∈ S.

Lokalizacja pierścienia R wzgle
‘
dem takiego zbioru to pierścień u lamków S−1R = { r

s
| r ∈ R, s ∈ S}, w

którym r
s

= r′

s′
⇐⇒ s′′(rs′ − r′s) = 0 dla pewnego s′′ ∈ S. Można też lokalizować R-modu l M , dostaja

‘
c

S−1R-modu l S−1M (którego elementy to u lamki postaci m
s

, z analogiczna
‘
jak wyżej dok ladnościa

‘
).

Przyk lady.
• S = {1, f, f2, . . .} jest zbiorem multyplikatywnym.
• Jeśli p ⊳R jest idea lem pierwszym, to R \ p jest multyplikatywny. Lokalizacje

‘
(R \ p)−1R oznaczamy Rp

i nazywamy lokalizacja
‘
R w ideale pierwszym p.

• Niech R = C[−1, 1], i niech m = {f ∈ R | f(0) = 0}. Wtedy Rm jest pierścieniem kie lków (w zerze)
funkcji cia

‘
g lych.

• Jeśli R jest dziedzina
‘
, to S = R \ {0} jest multyplikatywny, a S−1R = R0 jest cia lem u lamków R. Inne

lokalizacje dziedziny można traktować jak podpierścienie cia la u lamków.
Prze lomowa idea Grothendiecka: każdy pierścień jest w pewnym sensie pierścieniem funkcji na zbiorze

swych ieda lów pierwszych (zwanym spektrum pierścienia). Lokalizacja w ideale pierwszym dostarcza pier-
ścienia kie lków w odpowiednim punkcie spektrum. Dzie

‘
ki tej idei można badać pewne w lasności pierścieni,

modu lów i homomorfizmów lokalnie. Np. niezerowość jest w lasnościa
‘
lokalna

‘
:

Fakt. (M – R-modu l.) M 6= 0 ⇐⇒ dla każdego idea lu maksymalnego m ⊳ R zachodzi Mm = 0.
Jeśli bowiem modu l jest niezerowy, to ma niezerowy element x. Anihilator takiego elementu ann(x) =

{r ∈ R | rx = 0} jest idea lem R, zawartym w pewnym ideale maksymalnym m. Ale x
1 6= 0 w Mm.

Lokalizować można też homomorfizmy. Homomorfizm R-modu lów φ:A → B indukuje homomorfizm
S−1R-modu lów:

S−1φ:S−1A ∋
a

s
7→

φ(a)

s
∈ S−1B.

Fakt. Jeśli A
φ

−→B
ψ

−→C jest cia
‘
giem dok ladnym, to cia

‘
g S-lokalizacji A′

φ′

−→B′
ψ′

−→C′ też jest dok ladny.
(Dok ladność oznacza kerψ = imφ.)

kerψ′ ⊆ imφ′: jeśli ψ′( b
s
) = 0, to s′ψ(b) = 0 dla pewnego s′ ∈ S. Wtedy ψ(s′b) = 0, a wie

‘
c s′b = φ(a)

dla pewnego a ∈ A. Ostatecznie b
s

= φ(a)
ss′

∈ imφ′.

Wniosek. Niech φ:A→ B be
‘
dzie homomorfizmem R-modu lów.

φ jest mono/epi/izo ⇐⇒ dla każdego maksymalnego m ⊳ R lokalizacja φm jest mono/epi/izo.
Wystarczy rozważyć cia

‘
g dok ladny i jego lokalizacje

‘
:

0 → kerφ→ A→ B → B/ imφ→ 0

0 → (kerφ)m → Am → Bm → (B/ imφ)m → 0

Chińskie twierdzenie o resztach.

Za lóżmy, że Q1, . . .Qn ⊳ R, i że Qi +Qj = R dla każdej pary i 6= j. Wtedy R/
⋂
iQi ≃

⊕
iR/Qi.

Dowód: Homomorfizm φ:R →
⊕

iR/Qi ma ja
‘
dro

⋂
iQi. Uzasadnimy, że φ jest epi, pokazuja

‘
c że φm

jest epi dla każdego maksymalnego m⊳R. Zauważmy, że (R/Qj)m = 0 jeśli Qj 6⊆ m. W takim razie najwyżej
jedno (R/Qi)m jest niezerowe, i φm:Rm → (R/Qi)m jest epi (jako lokalizacja R → R/Qi).

Pierścień lokalny.

Pierścień lokalny to pierścień, który ma jeden idea l maksymalny. Lokalizacja pierścienia w jego ideale
pierwszym ma te

‘
w lasność. Inny przyk lad to pierście

‘
ń szeregów formalnych K[[X ]].

Lemat Nakayamy. Niech R be
‘
dzie pierścieniem lokalnym z idea lem maksymalnym m, zaś M skoń-

czenie generowanym modu lem nad R. Jeśli M = mM , to M = 0.
Dowód. Weźmy minimalny zbiór {x1, . . . , xn} generuja

‘
cy M . Wtedy xn =

∑
imixi; sta

‘
d (1−mn)xn =∑

i<nmixi. Ale 1 −mn jest odwracalny w R (bo 6∈ m), zatem {x1, . . . , xn−1} generuje M – sprzeczność.

Wnioski.

• R, M jak w lemacie Nakayamy, x1, . . . , xn ∈ M . Jeśli obrazy elementów x1, . . . , xn w M/mM tworza
‘

baze
‘

tej przestrzeni liniowej nad cia lem R/m, to x1, . . . , xn generuja
‘
M .
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(Niech N be
‘
dzie podmodu lem M generowanym przez x1, . . . , xn. Mamy m(M/N) = M/N .)

• Niech A, B be
‘
da

‘
skończenie generowanymi modu lami nad pierścieniem lokalnym R, a φ:A → B niech

be
‘
dzie homomorfizmem. φ jest epi ⇐⇒ homomorfizm A/mA→ B/mB indukowany przez φ jest epi.

(Cia
‘
g dok ladny A

φ
−→B → C → 0 indukuje cia

‘
g dok ladny A/mA→ B/mB → C/mC → 0.)
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