
Algebra ISIM 2. Wyk lad 14: Modu ly.

Modu l nad pierścieniem R to grupa abelowa wyposażona w mnożenie R × M → M . Mnożenie ma
spe lniać: 1 ·m = m; (r + s)m = rm + sm; r(m + n) = rm + rn; (rs)m = r(sm).

Przyk lady:
• Przestrzeń liniowa nad cia lem.
• Rn – modu l wolny nad pierścieniem R.
• Idea l I ⊳ R i modu l ilorazowy R/I.
• Grupa abelowa to Z-modu l (n · g = g + g + . . . + g, n razy).
• Przestrzeń liniowa nad K z endomorfizmem F jako K[X ]-modu l: P (X) · v = P (F )(v).
• Cie

‘
cia wia

‘
zek. Np. cie

‘
cia wste

‘
gi Möbiusa tworza

‘
modu l M ≃ {f ∈ C[0, 1] | f(0) = −f(1)} nad

pierścieniem funkcji cia
‘
g lych na okre

‘
gu R ≃ {f ∈ C[0, 1] | f(0) = f(1)} spe lniaja

‘
cy M ⊕M ≃ R ⊕ R,

mimo że M 6≃ R.

Uk lad (m1, . . . ,mn) elementów M nazywamy zbiorem generatorów modu lu M , jeśli każdy m ∈ M
da sie

‘
przedstawić w postaci r1m1 + . . . + rnmn dla pewnych ri ∈ R. Jeśli takie przedstawienie jest dla

każdego m jednoznaczne, to modu l nazywamy wolnym, a uk lad (mi) nazywany jego baza
‘
. Odwzorowanie

Rn ∋ (ri) 7→
∑

i rimi ∈ M jest wówczas izomorfizmem. Dla zbioru generatorów takie odwzorowanie jest
epimorfizmem; dzie

‘
ki niemu można przedstawić skończenie generowany modu l jako iloraz Rn/N (gdzie N

to ja
‘
dro). Dla modu lu M cyklicznego (generowanego przez jeden element) dostajemy M ≃ R/I (gdzie I jest

idea lem).
Podmodu l to niepusty podzbiór modu lu zamknie

‘
ty na dodawanie i mnożenie. Modu l jest noetherowski,

jeśli każdy jego podmodu l jest skończenie generowany (jak dla pierścieni, jest to równoważne warunkowi
stabilizacji wste

‘
puja

‘
cych cia

‘
gów podmodu lów).

Fakt. Skończenie generowany modu l nad pierścieniem noetherowskim jest modu lem noetherowskim.

Dowód. Niech M be
‘
dzie skończenie generownym modu lem, zaś N jego podmodu lem. Ze skończonym

zbiorem generatorów modu lu M zwia
‘
zany jest epimorfizm φ:Rn → M . Wystarczy sprawdzić, że S = φ−1N

jest skończenie generowanym podmodu lem Rn. Pokazujemy to przez indukcje
‘

wzgle
‘
dem n.

0 → S ∩Rn−1 → S → S/(S ∩Rn−1) → 0

Lewy wyraz jest skończenie generowany z za lożenia indukcyjnego, a prawy – bo wk lada sie
‘

w noetherowski
R ≃ Rn/Rn−1.

Tw. Skończenie generowany modu l nad PID jest suma
‘

prosta
‘

skończenie wielu modu lów cyklicznych.

Dowód. (Dla R euklidesowych.) Zapisujemy M jako Rn/N . Uk lad generatorów N rozpisany w bazie
Rn daje macierz A o wyrazach z R. Operacje elementarne na tej macierzy odpowiadaja

‘
zmianom bazy Rn

(wierszowe) lub uk ladu generatorów N (kolumnowe). Okazuje sie
‘
, że takimi operacjami można sprowadzić

A do postaci diagonalnej (co daje teze
‘
). Najpierw wybieramy lewy górny róg i inne miejsce w pierwszym

wierszu (lub kolumnie), i na elementach tam stoja
‘
cych wykonujemy algorytm Euklidesa – tak, by najwie

‘
kszy

wspólny dzielnik znalaz l sie
‘

na końcu w lewym górnym rogu. Powtarzamy to z różnymi wyborami ‘innego
miejsca’, aż wszystkie wyrazy pierwszego wiersza i kolumny – za wyja

‘
tkiem lewego górnego rogu – wyzeruja

‘
sie

‘
. Procedura kończy sie

‘
, gdyż idea l generowany przez element z lewego górnego rogu rośnie, a pierścień jest

noetherowski. Naste
‘
pnie zapominamy o pierwszym wierszu i kolumnie i powtarzamy procedure

‘
w pozosta lej

cze
‘
ści macierzy.

Lemat. Jeśli R jest PID, zaś p, q ∈ R sa
‘

wzgle
‘
dnie pierwsze, to R/(pq) ≃ R/(p) ⊕R/(q).

Dowód. (dla R euklidesowych) Rozważamy homomorfizm R ∋ r 7→ (r + (p), r + (q)) ∈ R/(p) ⊕ R/(q).
Jego ja

‘
dro to (p) ∩ (q) = (pq). By pokazać surjektywność dobierzmy a, b ∈ R tak, by ap + bq = 1. Wtedy

dla dowolnych x, y ∈ R mamy (y − x)ap + x = y + (x − y)bq 7→ (x + (p), y + (q)).

Wnioski.

• Skończenie generowany modu l nad PID jest skończona
‘
suma

‘
prosta

‘
sk ladników postaci R lub R/(pk),

gdzie p ∈ R sa
‘
nierozk ladalne, k ∈ Z.

• Każda skończenie generowana grupa abelowa jest postaci Zn⊕
⊕

p,k Z/p
k, gdzie p sa

‘
liczbami pierwszymi

(sk ladniki moga
‘
sie

‘
powtarzać).
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• Niech V be
‘
dzie skończenie wymiarowa

‘
przestrzenia

‘
liniowa

‘
nad algebraicznie domknie

‘
tym cia lem K

(np. K = C), i niech F be
‘
dzie endomorfizmem V . Traktuja

‘
c V jako K[X ]-modu l dostajemy:

V ≃
⊕

λ,k

K[X ]/((X − λ)k).

Jeśli zbudować baze
‘
V biora

‘
c w każdym sk ladniku baze

‘
(1, X − λ, . . . , (X − λ)k−1), to w takiej bazie

macierz F ma postać blokowa
‘
, a blokami sa

‘
klatki Jordana:

















λ 0 0 . . . 0 0
1 λ 0 . . . 0 0
0 1 λ . . . 0 0

...
...

0 0 0 . . . λ 0
0 0 0 . . . 1 λ
















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