Algebra ISIM 2. Wyklad 14: Moduty.

Modut nad pierscieniem R to grupa abelowa wyposazona w mnozenie R X M — M. Mnozenie ma
speliaé: 1-m =m; (r + s)m = rm + sm; r(m +n) = rm + rn; (rs)m = r(sm).
Przykiady:
Przestrzen liniowa nad cialem.
R™ — modut wolny nad pierécieniem R.
Ideal I < R i modut ilorazowy R/I.
Grupa abelowa to Z-modut (n-g=g+g+ ...+ g, n razy).
Przestrzen liniowa nad K z endomorfizmem F jako K[X]-modul: P(X)-v = P(F)(v).
Ciecia wiazek. Np. ciecia wstegi Mobiusa tworza modut M ~ {f € [0 11 | f(0) = —f(1)} nad
pierscieniem funkcji ciagltych na okregu R ~ {f € C[0,1] | f(0) = f(1)} spemiajacy M ® M ~ R® R,
mimo ze M # R.
Uklad (mq,...,my,) elementéw M nazywamy zbiorem generatordw modutu M, jesli kazdy m € M
da sie przedstawi¢ w postaci rymy + ... + rpym, dla pewnych r; € R. Jedli takie przedstawienie jest dla
kazdego m jednoznaczne, to modul nazywamy wolnym, a uklad (m;) nazywany jego bazq. Odwzorowanie
R™ 3 (r;) — >, mim; € M jest woéwczas izomorfizmem. Dla zbioru generatoréw takie odwzorowanie jest
epimorfizmem; dzieki niemu mozna przedstawié¢ skoriczenie generowany modutl jako iloraz R"/N (gdzie N
to jadro). Dla modutu M cyklicznego (generowanego przez jeden element) dostajemy M ~ R/I (gdzie I jest
ideatem).

Podmodut to niepusty podzbiér modutu zamkniety na dodawanie i mnozenie. Modul jest noetherowsks,
jesli kazdy jego podmodul jest skoriczenie generowany (jak dla pierscieni, jest to réwnowazne warunkowi
stabilizacji wstepujacych ciagéw podmodutéw).

Fakt. Skoriczenie generowany modut nad pierscieniem noetherowskim jest modulem noetherowskim.

Dowéd. Niech M bedzie skonczenie generownym modulem, zaé N jego podmodutem. Ze skonczonym
zbiorem generatoréw modulu M zwiazany jest epimorfizm ¢: R® — M. Wystarczy sprawdzié, ze S = ¢~ 'N
jest skoriczenie generowanym podmodutem R"™. Pokazujemy to przez indukcje wzgledem n.

0—+SNR" ' =88/ (SNR") =0

Lewy wyraz jest skoniczenie generowany z zalozenia indukcyjnego, a prawy — bo wkiada sie w noetherowski
R~ R"/R" L.

Tw. Skonczenie generowany modut nad PID jest suma prosta skoriczenie wielu modutéw cyklicznych.

Dowdéd. (Dla R euklidesowych.) Zapisujemy M jako R™/N. Uklad generatoréw N rozpisany w bazie
R™ daje macierz A o wyrazach z R. Operacje elementarne na tej macierzy odpowiadaja, zmianom bazy R™
(wierszowe) lub ukladu generator6w N (kolumnowe). Okazuje sie, ze takimi operacjami mozna sprowadzié
A do postaci diagonalnej (co daje teze). Najpierw wybieramy lewy gérny rég i inne miejsce w pierwszym
wierszu (lub kolumnie), i na elementach tam stojacych wykonujemy algorytm Euklidesa — tak, by najwiekszy
wspOlny dzielnik znalazt sie na koncu w lewym gdérnym rogu. Powtarzamy to z réznymi wyborami ‘innego
miejsca’, az wszystkie wyrazy pierwszego wiersza i kolumny — za wyjatkiem lewego gérnego rogu — wyzeruja,
sie. Procedura koriczy sie, gdyz ideal generowany przez element z lewego gérnego rogu rosnie, a pierscien jest
noetherowski. Nastepnie zapominamy o pierwszym wierszu i kolumnie i powtarzamy procedure w pozostalej
czesci macierzy.

Lemat. Jedli R jest PID, zas p,q € R sa wzglednie pierwsze, to R/(pq) ~ R/(p) ® R/(q).

Dowdd. (dla R euklidesowych) Rozwazamy homomorfizm R 3 r — (r + (p),r + (q)) € R/(p) ® R/(q).
Jego jadro to (p) N (¢) = (pg). By pokazaé¢ surjektywnos$é dobierzmy a,b € R tak, by ap + bg = 1. Wtedy
dla dowolnych z,y € R mamy (y — x)ap+z =y + (z — y)bg — (z + (p),y + (q))-

Whnioski.

e Skoriczenie generowany modut nad PID jest skoriczona suma, prosta sktadnikéw postaci R lub R/(p*),
gdzie p € R sa nierozkladalne, k € Z.

e Kazda skonczenie generowana grupa abelowa jest postaci Z"EB@R v Z/ p", gdzie p sa liczbami pierwszymi
(sktadniki moga, sie powtarzad).



e Niech V bedzie skoriczenie wymiarows przestrzenia liniowa nad algebraicznie domknietym cialem K
(np. K = C), i niech F bedzie endomorfizmem V. Traktujac V jako K[X]-modul dostajemy:

V=~ P KX]/((X = N").
Ak

Jedli zbudowaé baze V biorac w kazdym skladniku baze (1, X — A,...,(X — \)*71), to w takiej bazie
macierz F' ma postaé¢ blokowa, a blokami sa klatki Jordana:

A0 0 ... 0O
1 20 ... 00
01 X ... 00
0 0 O A0
0 0 O 1 A



