Algebra ISIM 2. Wyklad 11: Noetherowsko$c¢

Pierécien nazywamy noetherowskim, jesli kazdy jego ideat jest skonczenie generowany. Takie sa np. PID-y
i ciala; kontrprzykladem jest pierscienn C(R) i jego ideat C.(R). Noetherowskos$é pierécienia jest réwnowazna
temu, ze kazdy wstepujacy ciag jego idealéw stabilizuje sie. Istotnie, suma takiego ciagu jest idealem, wiec jest
generowana przez skoriczony uklad swych elementéw, w calos$ci zawarty w dostatecznie dalekim skladniku
sumy — od tego skladnika nastepuje stabilizacja. Odwrotnie, ideal bez skoniczonego ukladu generatoréw
zawiera niestabilizujacy sie ciag idealow: wystarczy w nim wybraé ciag elementéw, z ktorych zaden nie lezy
w ideale generowanym przez poprzednie elementy.

Wrtasnosé stabilizacji rosnacych ciagéw idealow implikuje istnienie rozktadu elementéw pierscienia na
czynniki nierozktadalne (tak jak dla PID).

Tw. Hilberta o bazie.

Jesli R jest noetherowski, to R[X] tez jest noetherowski.

Dowd6d. Niech I<aR[X]. Okreslmy ciag ideatéw I,, < R nastepujaco: I, sktada sie z wszystkich mozliwych
wspolczynnikéw przy X" w wielomianach stopnia n nalezacych do I. Ten ciag idealéw jest rosnacy i sta-
bilizuje sie. Kazdy I, jest tez skoniczenie generowany — wybieramy skoniczony uktad jego generatoréw, i
bierzemy odpowiadajace mu wielomiany. Czyniac tak od n = 0 do wartos$ci n od ktorej nastepuje stabiliza-
cja ciagu I,, dostajemy skoniczony uktad wielomiandéw generujacy I.

Przez indukeje wnioskujemy, ze K[X1, ..., X,] jest noetherowski.

Standardowa konsekwencja: jedli zbior V' C K™ jest zadany ukladem réwnan wielomianowych, to mozna
go tez zadaé skoniczonym ukladem réwnan wielomianowych (wystarczy wziaé¢ generatory ideatu I(V) = {P €
K[Xy,...,X,] | Plv =0}).

Algebra wielomianéw niezmienniczych.

W czasach Hilberta “baza” oznaczala prawdopodobnie skonczony zbiér generatoréw. Tak naprawde
Hilbert interesowal sie algebra wielomianéw niezmienniczych. Zaldézmy, ze skoniczone grupa G dziala przez
przeksztalcenia liniowe na V = K™. (Zakladamy tez, ze rzad grupy nie dzieli charakterystyki K.) Wtedy
G dziata tez na pierécieniu S = K[X,..., X,], a mianowicie (¢P)(X1,...,X,) = P(g7 1 (X1,...,X,)). W
takiej sytuacji algebre niezmiennikow okreélamy jako S¢ = {P € S | gP = P}. Pytanie: czy ta algebra jest
skonczenie generowana.

Przyktad. Grupa permutacji S, dziala na K™ permutujac osie. Wielomiany niezmiennicze w tej sytuacji
nazywamy wielomianami symetrycznymi; sa to wielomiany, ktore nie zmieniaja sie przy permutowaniu zmien-
nych. Dla k£ < n okreslamy o jako sume wszystkich mozliwych iloczynéw k réznych zmiennych. Okazuje
sie, ze kazdy wielomian symetryczny daje sie jednoznacznie wyrazi¢ jako wielomian od tych oy.

Inne podobne przyktady byly réwnie konkretnie wyliczane w XIX wieku. Ponizsze rozumowanie Hilberta
jest bardzo ogélne (jego warianty obejmuja pewne grupy nieskoriczone) i zupelnie niekonstruktywne.

Tw. Algebra niezmiennikéw liniowego dzialania skonczonej grupy G na skoriczenie wymiarowej prze-
strzeni liniowej nad K jest skoriczenie generowana K-algebra, (o ile |G| nie dzieli charakterystyki K ).

Dowéd. Wielomian jest niezmienniczy <= kazda jego skltadowa jednorodna jest niezmiennicza. Niech
I oznacza ideal S¢ generowany przez jednorodne elementy dodatniego stopnia, za$ J niech bedzie idealem
S generowanym przez I. Ideal J ma skonczony uklad generatoréw F' ztozony z jednorodnych elementéw I
(wystarczy generatory J wyrazié przez generatory I). Pokazemy, ze F' generuje S¢ jako K-algebre.

Okreslamy operator Reynoldsa (usredniania po G) R:S > f — ﬁ dgec9f € S¢. Niech P € S§¢
bedzie jednorodny. Pokazemy, indukcyjnie wzgledem stopnia P, ze P wyraza sie wielomianowo wzgledem
elementéw F'. Skoro P € I C J,to P =) ., Asf dla pewnych Ay € S, jednorodnych stopnia mniejszego
niz stopiet P. Wtedy jednak P = R(P) = ) ;. R(Af)f, gdzie R(Af) wyraza sie¢ wielomianowo wzgledem
F' 7 zalozenia indukcyjnego.



