
Algebra ISIM 2. Wyk lad 13: Nullstellensatz.

K-cia lo algebraicznie domknie
‘
te (w szczególności nieskończone). K[X ] := K[X1, . . . , Xn].

Dla dowolnego zbioru wielomianów (“uk ladu równań”) W ⊆ K[X ] określamy jego zbiór zer: Z(W ) =
{x ∈ Kn | (∀P (X) ∈ W )(P (x) = 0)}. Tej postaci podzbiory Kn nazywamy zbiorami algebraicznymi.
Zauważmy, że Z(W ) = Z((W )) – zbiór W i generowany przezeń idea l maja

‘
ten sam zbiór zer. Z tw. Hilberta

o bazie wynika wie
‘
c, że każdy zbiór algebraiczny można zadać skończonym uk ladem równań wielomianowych.

Jeśli dwa uk lady równań generuja
‘
ten sam idea l, to ich zbiory rozwia

‘
zań sa

‘
równe. Odwrotnie nie jest: X i

X2 maja
‘
ten sam zbiór zer, a generuja

‘
różne idea ly.

Lemat. Niech x ∈ Kn. Wtedy mx = {P (X) ∈ K[X ] | P (x) = 0} jest maksymalnym idea lem K[X ].
Istotnie, idea l ten jest ja

‘
drem homomofizmu ewaluacji K[X ] ∋ P (X) 7→ P (x) ∈ K, a zatem iloraz

K[X ]/mx ≃ K jest cia lem.

Nullstellensatz. (czyli tw. Hilberta o zerach) W laściwy idea l K[X ] ma niepusty zbiór zer.

Dowód. Indukcja wzgle
‘
dem n. Niech I ⊳ K[X ].

a) I ∩K[X1] = 0.
W tym przypadku idea l J generowany przez I w K(X1)[X2, . . . , Xn] też jest w laściwy. Wybierzmy

baze
‘

Groebnera G = (g1, . . . , gk) idea lu J . Przy sprawdzaniu, że S(gi, gj) modG = 0 pojawia sie
‘

skończenie
wiele wspó lczynników – wymiernych funkcji zmiennej X1. Dobierzmy z ∈ K tak, by wszystkie liczniki i
mianowniki tych wspó lczynników by ly niezerowe w z. Podstawmy to z w miejsce X1 we wszystkich wielo-
mianach gi; uzyskamy uk lad G′ ⊆ K[X2, . . . , Xn], be

‘
da

‘
cy baza

‘
Groebnera swego idea lu (G′) (w pierścieniu

K[X2, . . . , Xn]). Ten idea l jest w laściwy: w przeciwnym razie pewne gi(z,X2, . . . , Xn)|1; ale wówczas gi jest
niezerowa

‘
funkcja

‘
wymierna

‘
w K(X1) i J = (gi) = (1), wbrew w laściwości J . Z za lożenia indukcyjnego

wybieramy wie
‘
c (z2, . . . , zn) ∈ Z((G′)), i wtedy (z, z2, . . . , zn) ∈ Z(I).

b) Dla wszystkich i zachodzi I ∩K[Xi] 6= 0.
W tym przypadku weźmy generator f1 idea lu I ∩K[X1]. Niech z1 ∈ K be

‘
dzie pierwiastkiem f1, i niech

f1 = (X1 − z1)q1. Mamy 1 6∈ I1 := I + K[X ](X1 − z1) (w przeciwnym razie 1 = A(X) + B(X)(X1 − z1) dla
pewnego A(X) ∈ I; wtedy jednak q1 = A(X)q1 + B(X)f1 ∈ I – sprzeczność z definicja

‘
f1). Iterujemy te

‘
procedure

‘
: f2 to generator I1 ∩K[X2], z2 ∈ K – pewien pierwiastek f2, 1 6∈ I2 = I1 + K[X ](X2 − z2) itd.

Ostatecznie 1 6∈ In ⊇ mz dla z = (z1, . . . , zn), a z maksymalności mz dostajemy mz = In ⊇ I. Ostatecznie
z ∈ Z(I).

Odpowiedniość zbiór – idea l.

Idea lowi w K[X ] przypisalísmy jego zbiór zer Z(I). Podzbiorowi V ⊆ Kn przypiszemy jego idea l:
I(V ) = {P (X) ∈ K[X ] | (∀x ∈ V )(P (x) = 0)}. Jeśli V jest zbiorem algebraicznym, to Z(I(V )) =
V ; a jeśli nie, to nie. Ogólnie zbiór Z(I(V )) jest najmniejszym zbiorem algebraicznym zawieraja

‘
cym V ,

tzw. domknie
‘
ciem Zariskiego V . Zbiorowi i jego domknie

‘
ciu Zariskiego odpowiadaja

‘
te same idea ly. Różnym

zbiorom algebraicznym odpowiadaja
‘
różne idea ly.

Nie każdy idea l jest idea lem zbioru algebraicznego. Idea l I nazywamy radykalnym, jeśli z fk ∈ I wynika
f ∈ I. Idea ly zbiorów algebraicznych sa

‘
radykalne. Idea l I można przerobić na radykalny: radyka l I to idea l√

I := {f ∈ K[X ] | (∃k)(fk ∈ I)}. Idea l i jego radyka l maja
‘
ten sam zbiór zer.

Tw. Dla dowolnego J ⊳ K[X ] mamy I(Z(J)) =
√
J .

Dowód. Nietrywialne jest zawieranie I(Z(J)) ⊆
√
J . Niech wie

‘
c f(X) zeruje sie

‘
na Z(J). W Kn+1 =

Kn ×K rozważmy dwa roz la
‘
czne zbiory: Z(J) ×K = Z(K[X,Y ]J) oraz Z(1 − Y f(X)). Z tw. Hilberta o

zerach wnioskujemy, że idea ly K[X,Y ]J i K[X,Y ](1 − Y f(X)) razem generuja
‘
idea l niew laściwy K[X,Y ].

A zatem 1 =
∑

i Ai(X,Y )fi + B(X,Y )(1 − Y f(X)). Podstawiaja
‘
c Y = 1

f(X) i mnoża
‘
c przez dostatecznie

wysoka
‘
pote

‘
ge

‘
f(X)N dostajemy f(X)N ∈ J .

Wn. Odwzorowania Z oraz I sa
‘
wzajemnie odwrotnymi bijekcjami mie

‘
dzy rodzina

‘
idea lów radyka lnych

w K[X ] a rodzina
‘

zbiorów algebraicznych w Kn.

Te bijekcje dostarczaja
‘
algebraiczno-geometrycznej odpowiedniości. Punktom Kn odpowiadaja

‘
idea ly

maksymalne; zbiorom nierozk ladalnym – idea ly pierwsze; sumie zbiorów – przekrój idea low; przekrojowi
zbiorów – radyka l sumy ich idea lów itd.
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