Algebra ISIM 2. Wyklad 13: Nullstellensatz.

K -ciato algebraicznie domkniete (w szczegdlnosci nieskoriczone). K[X] := K[X1,...,X,].

Dla dowolnego zbioru wielomianéw (“ukiadu réwnan”) W C K[X] okreslamy jego zbiér zer: Z(W) =
{r € K" | (VP(X) € W)(P(z) = 0)}. Tej postaci podzbiory K™ nazywamy zbiorami algebraicznymi.
Zauwazmy, ze Z(W) = Z((W)) — zbiér W i generowany przezen ideal maja ten sam zbiér zer. Z tw. Hilberta
o bazie wynika wiec, ze kazdy zbidr algebraiczny mozna zadaé skonczonym uktadem réwnan wielomianowych.
Jesli dwa uktady réwnan generuja ten sam ideal, to ich zbiory rozwiazan sa rowne. Odwrotnie nie jest: X i
X? maja ten sam zbidr zer, a generuja rézne idealy.

Lemat. Niech z € K". Wtedy m, = {P(X) € K[X] | P(z) = 0} jest maksymalnym idealem K[X].

Istotnie, ideal ten jest jadrem homomofizmu ewaluacji K[X] 3 P(X) — P(z) € K, a zatem iloraz
K[X]/mg; ~ K jest cialem.

Nullstellensatz. (czyli tw. Hilberta o zerach) Wiasciwy ideat K[X] ma niepusty zbidr zer.

Dowdd. Indukcja wzgledem n. Niech I < K[X].

a) INK[X;]=0.

W tym przypadku ideal J generowany przez I w K(X1)[Xo,...,X,] tez jest wlasciwy. Wybierzmy
baze Groebnera G = (g1,. .., gx) idealu J. Przy sprawdzaniu, ze S(g;, g;) mod G = 0 pojawia sie¢ skoniczenie
wiele wspétczynnikéow — wymiernych funkcji zmiennej X;. Dobierzmy z € K tak, by wszystkie liczniki i
mianowniki tych wspoétczynnikéw byly niezerowe w z. Podstawmy to z w miejsce X3 we wszystkich wielo-
mianach g;; uzyskamy uklad G’ C K[Xs, ..., X,], bedacy baza Groebnera swego ideatu (G’) (w pierécieniu
K[Xs,...,X,]). Ten ideal jest wlasciwy: w przeciwnym razie pewne g;(z, Xo, ..., X,,)|1; ale wéwczas g; jest
niezerowa, funkcja wymierna, w K(X1) i J = (¢;) = (1), whrew wlasciwosci J. Z zalozenia indukcyjnego
wybieramy wiec (z2,...,2,) € Z((G")), 1 wtedy (z, 22,...,2,) € Z(I).

b) Dla wszystkich ¢ zachodzi I N K[X;] # 0.

W tym przypadku wezmy generator f; idealu I N K[X;]. Niech z; € K bedzie pierwiastkiem fi, i niech
fi=X1—z1)q1. Mamy 1€ I := I + K[X](X1 — 2z1) (w przeciwnym razie 1 = A(X) 4+ B(X)(X; — z1) dla
pewnego A(X) € I; wtedy jednak ¢ = A(X)q1 + B(X)f1 € I — sprzeczno$¢ z definicja f1). Iterujemy te
procedure: fo to generator I1 N K[Xs|, zo € K — pewien pierwiastek fo, 1 & Io = I1 + K[X](X2 — 22) itd.
Ostatecznie 1 € I, O m, dla z = (21,..., 2,), a z maksymalnosci m, dostajemy m, = I,, O I. Ostatecznie
z € Z(I).

Odpowiednio$é¢ zbiér — ideal.

Idealowi w K[X] przypisaliSmy jego zbiér zer Z(I). Podzbiorowi V' C K" przypiszemy jego ideal:
I(V) = {P(X) € K[X] | Vx € V)(P(z) = 0)}. Jedli V jest zbiorem algebraicznym, to Z(I(V)) =
V; a jesli nie, to nie. Ogdlnie zbiér Z(I(V)) jest najmniejszym zbiorem algebraicznym zawierajacym V,
tzw. domknieciem Zariskiego V. Zbiorowi i jego domknigciu Zariskiego odpowiadaja te same idealty. R6znym
zbiorom algebraicznym odpowiadaja rézne idealy.

Nie kazdy ideal jest idealem zbioru algebraicznego. Ideal I nazywamy radykalnym, jedli z f* € I wynika

f € 1. Idealy zbioréw algebraicznych sa radykalne. Ideat I mozna przerobié¢ na radykalny: radykat I to ideat
VI :={f € K[X]| (3k)(f* € I)}. Ideal i jego radykal maja ten sam zbiér zer.

Tw. Dla dowolnego J < K[X]| mamy I(Z(J)) = /J.

Dowéd. Nietrywialne jest zawieranie I(Z(J)) C v/J. Niech wigc f(X) zeruje sie na Z(J). W K1 =
K™ x K rozwazmy dwa roztaczne zbiory: Z(J) x K = Z(K[X,Y]J) oraz Z(1 — Y f(X)). Z tw. Hilberta o
zerach wnioskujemy, ze idealy K[X,Y]J i1 K[X,Y](1 — Y f(X)) razem generuja ideal niewlasciwy K[X,Y].
Azatem 1 =), A;(X,Y)fi + B(X,Y)(1 - Y f(X)). Podstawiajac ¥ = ﬁ i mnozac przez dostatecznie
wysoka, potege f(X)V dostajemy f(X)V € J.

Wn. Odwzorowania Z oraz I sa wzajemnie odwrotnymi bijekcjami miedzy rodzina idealéw radykainych
w K[X] a rodzing zbioréw algebraicznych w K™.

Te bijekcje dostarczaja, algebraiczno-geometrycznej odpowiednioéci. Punktom K™ odpowiadaja idealy
maksymalne; zbiorom nierozkltadalnym — idealy pierwsze; sumie zbioréw — przekrdj ideatow; przekrojowi
zbioréw — radykal sumy ich idealéw itd.



