Algebra ISIM 2. Wyklad 5: A, ; skoriczone grupy abelowe

Rozklad permutacji na cykle.

Permutacje nazywamy cyklem, jesli jest postaci (¢ — j — k — ... = z — i) dla pewnych parami
réznych i,7,k, ...,z (o ktérych to méwimy, ze tworza nosnik cyklu). Cykl zapisujemy tak: (ijk ... z).
Np. (i) to transpozycja i i j. Kazda permutacja jest iloczynem cykli o roztacznych noénikach; taki iloczyn
jest przemienny i — z doktadnoscia do kolejnoéci — jednoznaczny. Nos$nikami czynnikéw permutacji o € S,
sg po prostu orbity (o) na {1,2,...,n}.

Sprzezenie cyklu (i jk ... z) przez o to cykl (o(i) o(j) o(k) ... o(z)).

Stad wynika, ze dwie permutacje sa sprzezone w S,, <= ich rozktady na rozlaczne cykle skltadaja sie
z cykli tej samej dlugosci.

Prostota A,

Lemat 1. Grupa A, jest generowana przez
a) cykle dlugosci 3: A,, = {({(ijk)});
b) iloczyny par rozlacznych transpozycji: A, = ({(ij)(kf)}) (dlan > 5).
Permutacje parzyste sa iloczynami parzyscie wielu transpozycji, ktére mozna potaczy¢ w pary. Elementy
pary moga by¢ rozlaczne lub nie, ale jesli nie sa, mozna je sztucznie rozdzieli¢ wstawiajac miedzy nie rozlaczna
z nimi transpozycje: (i5)(jk) = ((i5)(ab)) ((ab)(jk)). Aby pokazaé a) obserwujemy, ze:

(i) (k) = (ijk);  (ig)(k€) = (ig)(5K)(GF)(kE) = (ijk)(GKL).

Lemat 2. (n >5) A, jest jedynym dzielnikiem normalnym S,,.
Niech o bedzie nietrywialnym elementem N <.S,,; niech o () # 4, i niech j # i,0(¢). WeZzmy 7 = (ij).
Wtedy
Nso(ro v 1) = (ora™ Y™t = (0(i) 0(5)) (i j).

Ten ostatni iloczyn jest postaci (ab)(cd) lub postaci (abe); w obu przypadkach Lemat 1 daje N = A,.

Tw. (n >5) A, jest prosta.
Jedli nie, to wezmy minimalny jej dzielnik normalny N. Grupa N’ = (12)N(12):
jest rézna on N (inaczej N < S,,, wbrew Lematowi 2);
jest dzielnikiem normalnym A,;
kroi sie trywialnie z N (z minimalnosci N);
generuje wraz z N podgrupe NN’ ~ N x N'.
Ta podgrupa NN’ jest normalna w S,: A, normalizuje kazdy czynnik, za$ permutacje nieparzyste
transponuja czynniki. Stad A, = NN’ ~ N x N’. To oczywiscie bzdura.
(Nieoczywisty prosty dow6d mozna zrobié tak. 2||N|, wiec w N jest element rzedu 2 — iloczyn roztacznych
transpozycji; jego sprzezenie przez jedna z tych transpozycji jest nim samym, a lezy w N'. Sprzeczno$é z
NNN ={e})

Skoniczona grupa abelowa jest produktem grup cyklicznych

Indukcja wzgledem liczby elementéw. Niech x bedzie elementem maksymalnego rzedu w skonczonej
abelowej grupie G, N = (z). Znajdziemy w G podgrupe H “dopehicza” do N, tj. taka, z2e G = NH ~ N x H.

WeZmy monomorfizm ¢ grupy N w grupe T liczb zespolonych o module 1, i wyindukujemy z niego
reprezentacje G. To znaczy, rozwazmy przestrzen funkcji f: G — C spehiajacych f(gz) = (27 1) f(g). Ta
przestrzen ma naturalny iloczyn skalarny — ograniczenie standardowego iloczynu skalarnego na przestrzeni
wszystkich funkcji na G (dla ktérego delty Diraca sa baza, ortonormalna). Ma tez rodzine komutujacych
(dzieki przemiennosci grupy) unitarnych automorfizméw (p(g))geq: p(g) przesuwa funkcje po grupie el-
ementem g, (p(9)f)(¢") = f(g~'g’). Ta rodzina diagonalizuje sie we wspélnej bazie, a warto$¢ wlasna
ktoregokolwiek z wektoréw wiasnych zadaje homomorfizm ®: G — T rozszerzajacy .

Obraz @ jest skoriczona podgrupa T, jest wiec cykliczny. Nie ma on wiecej niz |N| elementéw (inaczej
dowolny przeciwobraz generatora Im(®) bylby elementem G rzedu wiekszego niz rzad ), wiec ma doktadnie
N elementéw (¢ = ®|n jest 1-1). Niech H = ker(®). Wtedy |H| = |G/N|, HNN = {e} —czyli G = NH ~
N x H. 7 zalozenia indukcyjnego H jest produktem grup cyklicznych.
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Niech n, k beda wzglednie pierwsze. Homomorfizm Z 3 x — (z mod n,x mod k) € Z/n x Z/k ma jadro
nkZ; zatem Z/nk ~ Z/n x Z/k.

Tw. Skoriczona grupa abelowa jest produktem grup postaci Z/p*, gdzie p sa liczbami pierwszymi.
Rozktad, o ktérym mowa w twierdzeniu, jest jednoznaczny (zad.).

Whniosek. Skoriczona podgrupa grupy multyplikatywnej ciala jest cykliczna.

Gdyby tak nie bylo, miataby ona podgrupe postaci Z/p* x Z/p™. W czynnikach tej podgrupy widaé
2p — 1 pierwiastkéw wielomianu X? — 1 — wiecej niz jego stopien.

Whiosek: grupa multyplikatywna reszt modulo p jest cykliczna; inaczej méwiac, istnieje pierwiastek
pierwotny modulo p — liczba, ktérej potegi daja wszystkie niezerowe reszty modulo p.



