
Algebra ISIM 2. Wyk lad 5: An; skończone grupy abelowe

Rozk lad permutacji na cykle.

Permutacje
‘

nazywamy cyklem, jeśli jest postaci (i 7→ j 7→ k 7→ . . . 7→ z 7→ i) dla pewnych parami
różnych i, j, k, . . . , z (o których to mówimy, że tworza

‘
nośnik cyklu). Cykl zapisujemy tak: (i j k . . . z).

Np. (ij) to transpozycja i i j. Każda permutacja jest iloczynem cykli o roz la
‘
cznych nośnikach; taki iloczyn

jest przemienny i – z dok ladnościa
‘
do kolejności – jednoznaczny. Nośnikami czynników permutacji σ ∈ Sn

sa
‘
po prostu orbity 〈σ〉 na {1, 2, . . . , n}.

Sprze
‘
żenie cyklu (i j k . . . z) przez σ to cykl (σ(i)σ(j)σ(k) . . . σ(z)).

Sta
‘
d wynika, że dwie permutacje sa

‘
sprze

‘
żone w Sn ⇐⇒ ich rozk lady na roz la

‘
czne cykle sk ladaja

‘
sie

‘
z cykli tej samej d lugości.

Prostota An

Lemat 1. Grupa An jest generowana przez
a) cykle d lugości 3: An = 〈{(ijk)}〉;
b) iloczyny par roz la

‘
cznych transpozycji: An = 〈{(ij)(kℓ)}〉 (dla n ≥ 5).

Permutacje parzyste sa
‘
iloczynami parzyście wielu transpozycji, które można po la

‘
czyć w pary. Elementy

pary moga
‘
być roz la

‘
czne lub nie, ale jeśli nie sa

‘
, można je sztucznie rozdzielić wstawiaja

‘
c mie

‘
dzy nie roz la

‘
czna

‘
z nimi transpozycje

‘
: (ij)(jk) = ((ij)(ab)) ((ab)(jk)). Aby pokazać a) obserwujemy, że:

(ij)(jk) = (ijk); (ij)(kℓ) = (ij)(jk)(jk)(kℓ) = (ijk)(jkℓ).

Lemat 2. (n ≥ 5) An jest jedynym dzielnikiem normalnym Sn.
Niech σ be

‘
dzie nietrywialnym elementem N ⊳ Sn; niech σ(i) 6= i, i niech j 6= i, σ(i). Weźmy τ = (ij).

Wtedy
N ∋ σ(τσ−1τ−1) = (στσ−1)τ−1 = (σ(i)σ(j))(i j).

Ten ostatni iloczyn jest postaci (ab)(cd) lub postaci (abc); w obu przypadkach Lemat 1 daje N = An.

Tw. (n ≥ 5) An jest prosta.
Jeśli nie, to weźmy minimalny jej dzielnik normalny N . Grupa N ′ = (12)N(12):

• jest różna on N (inaczej N ⊳ Sn, wbrew Lematowi 2);
• jest dzielnikiem normalnym An;
• kroi sie

‘
trywialnie z N (z minimalności N);

• generuje wraz z N podgrupe
‘
NN ′ ≃ N ×N ′.

Ta podgrupa NN ′ jest normalna w Sn: An normalizuje każdy czynnik, zaś permutacje nieparzyste
transponuja

‘
czynniki. Sta

‘
d An = NN ′ ≃ N ×N ′. To oczywíscie bzdura.

(Nieoczywisty prosty dowód można zrobić tak. 2||N |, wie
‘
c w N jest element rze

‘
du 2 – iloczyn roz la

‘
cznych

transpozycji; jego sprze
‘
żenie przez jedna

‘
z tych transpozycji jest nim samym, a leży w N ′. Sprzeczność z

N ∩N ′ = {e}.)

Skończona grupa abelowa jest produktem grup cyklicznych

Indukcja wzgle
‘
dem liczby elementów. Niech x be

‘
dzie elementem maksymalnego rze

‘
du w skończonej

abelowej grupie G, N = 〈x〉. Znajdziemy w G podgrupe
‘
H “dope lnicza

‘
” do N , tj. taka

‘
, że G = NH ≃ N×H .

Weźmy monomorfizm ϕ grupy N w grupe
‘

T liczb zespolonych o module 1, i wyindukujemy z niego
reprezentacje

‘
G. To znaczy, rozważmy przestrzeń funkcji f :G → C spe lniaja

‘
cych f(gx) = ϕ(x−1)f(g). Ta

przestrzeń ma naturalny iloczyn skalarny – ograniczenie standardowego iloczynu skalarnego na przestrzeni
wszystkich funkcji na G (dla którego delty Diraca sa

‘
baza

‘
ortonormalna

‘
). Ma też rodzine

‘
komutuja

‘
cych

(dzie
‘
ki przemienności grupy) unitarnych automorfizmów (ρ(g))g∈G: ρ(g) przesuwa funkcje

‘
po grupie el-

ementem g, (ρ(g)f)(g′) = f(g−1g′). Ta rodzina diagonalizuje sie
‘

we wspólnej bazie, a wartość w lasna
któregokolwiek z wektorów w lasnych zadaje homomorfizm Φ:G → T rozszerzaja

‘
cy ϕ.

Obraz Φ jest skończona
‘
podgrupa

‘
T, jest wie

‘
c cykliczny. Nie ma on wie

‘
cej niż |N | elementów (inaczej

dowolny przeciwobraz generatora Im(Φ) by lby elementem G rze
‘
du wie

‘
kszego niż rza

‘
d x), wie

‘
c ma dok ladnie

N elementów (ϕ = Φ|N jest 1-1). Niech H = ker(Φ). Wtedy |H | = |G/N |, H ∩N = {e} – czyli G = NH ≃
N ×H . Z za lożenia indukcyjnego H jest produktem grup cyklicznych.
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Niech n, k be
‘
da

‘
wzgle

‘
dnie pierwsze. Homomorfizm Z ∋ x 7→ (xmodn, xmod k) ∈ Z/n× Z/k ma ja

‘
dro

nkZ; zatem Z/nk ≃ Z/n× Z/k.

Tw. Skończona grupa abelowa jest produktem grup postaci Z/pk, gdzie p sa
‘

liczbami pierwszymi.

Rozk lad, o którym mowa w twierdzeniu, jest jednoznaczny (zad.).

Wniosek. Skończona podgrupa grupy multyplikatywnej cia la jest cykliczna.
Gdyby tak nie by lo, mia laby ona podgrupe

‘
postaci Z/pk × Z/pn. W czynnikach tej podgrupy widać

2p− 1 pierwiastków wielomianu Xp − 1 – wie
‘
cej niż jego stopień.

Wniosek: grupa multyplikatywna reszt modulo p jest cykliczna; inaczej mówia
‘
c, istnieje pierwiastek

pierwotny modulo p – liczba, której pote
‘
gi daja

‘
wszystkie niezerowe reszty modulo p.
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