
Algebra ISIM 2. Wyk lad 8: Pierścienie

Pierścień.

Pierścień to zbiór R z dwoma dzia laniami: dodawaniem + i mnożeniem ·, oraz z wyróżnionym elementem
0 – spe lniaja

‘
cy warunki: (a) (R,+, 0) jest grupa

‘
abelowa

‘
, (b) rozdzielność mnożenia wzgle

‘
dem dodawania:

a(b+ c) = ab+ ac, (a + b)c = ac+ bc. Dla nas pierścień be
‘
dzie zawsze dodatkowo przemienny (tzn. ab = ba)

i z jedynka
‘

(tzn. z elementem 1 ∈ R spe lniaja
‘
cym a · 1 = 1 · a = a).

Przyk lady: cia la, Z, pierścienie wielomianów R[X ], pierścień szeregów formalnych R[[X ]], pierścień
szeregów Laurenta R((X)), pierścień funkcji cia

‘
g lych C(X), Z(p).

Rozk lad na czynniki.

Rozk lad liczby ca lkowitej na czynniki pierwsze nazywamy jednoznacznym, choć ścísle rzecz biora
‘
c mamy

z tym k lopoty: −6 = (−2) · 3 = 2 · (−3). Dla R[X ]: x2 − 1 = (x− 1)(x+ 1) = (2x− 2)(12x+ 1
2 ). Aby sprawe

‘
dobrze wyrazić wprowadzamy kilka poje

‘
ć. Elementem odwracalnym (inaczej jednostka

‘
) nazywamy każdy taki

element u ∈ R, dla którego istnieje u′ ∈ R spe lniaja
‘
ce uu′ = 1. Zbiór U(R) (piszemy też: R×) wszystkich

jednostek pierścienia R tworzy grupe
‘

multyplikatywna
‘
. Elementy r, r′ ∈ R nazywamy stowarzyszonymi (i

piszemy r ∼ r′), jeśli r′ = ur dla pewnej jednostki u (z ta
‘
dok ladnościa

‘
czynniki rozk ladu maja

‘
szanse

‘
być

jednoznaczne). Element r (niezerowy i nieodwracalny) nazywamy nierozk ladalnym, jeśli w każdym rozk ladzie
r = r′r′′ albo r′, albo r′′ jest jednostka

‘
.

Przyk lady. Z: jednostki to {±1}, stowarzyszenie to równość co do znaku, elementami nierozk ladalnymi
sa

‘
±2,±3,±5, . . . C[X ]: jednostki to niezerowe sta le, stowarzysznie to proporcjonalność, elementy nieroz-

k ladalne to jednomiany X − z (i ich skalarne krotności).
Pierścień nazywamy UFD (od unique factorization domain), jeśli

(a) jest dziedzina
‘
: (rr′ = 0) ⇒ (r = 0 ∨ r′ = 0), oraz

(b) każdy element – niezerowy i niebe
‘
da

‘
cy jednostka

‘
– rozk lada sie

‘
na iloczyn czynników nierozk ladalnych,

jednoznacznie (z dok ladnościa
‘
do kolejności i stowarzyszenia).

Pierścienie Z oraz K[X ] sa
‘

UFD. Istnienie rozk ladu bierze sie
‘

sta
‘
d, że przy rozk ladaniu wartość

bezwzgle
‘
dna / stopień maleje. Jednoznaczność sprawdza sie

‘
tak: jeśli r = r1 · . . . · rn = r′1 · . . . · r′k sa

‘
dwoma

rozk ladami na czynniki nierozk ladalne, to r1 dzieli iloczyn po prawej, wie
‘
c dzieli pewien jego czynnik, wie

‘
c

jest z owym czynnikiem stowarzyszony. Kluczowym krokiem tego argumentu jest naste
‘
puja

‘
ca w lasność ele-

mentów nierozk ladalnych (zachodza
‘
ca w Z i w K[X ], ale nie w każdym pierściniu): p|ab ⇒ p|a∨p|b (piszemy

x|y i czytamy “x dzieli y”, jeśli y = xz dla pewnego z). Elementy p (niezerowe i nieodwracalne) maja
‘
ce

te
‘

w lasność nazywamy pierwszymi. W pierścieniach Z i K[X ] elementy nierozk ladalne sa
‘
pierwsze: (rozsz-

erzony) algorytm Euklidesa pozwala wyrazić najwie
‘
kszy (co do wartości bezwzgle

‘
dnej / stopnia) wspólny

dzielnik (a, b) elementów a, b w postaci xa + yb; jeśli teraz p|ab ale p6 |a, to 1 = (p, a) = xp + ya; sta
‘
d

b = xpb + yab, i p dzieli oba sk ladniki sumy, wie
‘
c p|b.

Idea ly.

W pierścieniu Z[
√
−5] = {a + b

√
−5 | a, b ∈ Z} rozk lad na czynniki nie jest jednoznaczny: 6 = 2 · 3 =

(1 −
√
−5)(1 +

√
−5), i wszystkie czynniki sa

‘
nierozk ladalne. (Te

‘
nierozk ladalność stwierdzamy z użyciem

normy: N(a + b
√
−5) = (a + b

√
−5)(a − b

√
−5) = a2 + 5b2. Norma jest myltyplikatywna, oraz nie ma w

Z[
√
−5] elementów o normie 2 ani 3.) Kummer postanowi l ratować w lasność UFD wprowadzaja

‘
c czynniki

idealne: czynniki A,A′, B,B′ niebe
‘
da

‘
ce elementami Z[

√
−5], takie że 2 = AA′, 3 = BB′, 1 +

√
−5 = AB,

1 −
√
−5 = A′B′. Dla Kummera nie by lo istotne, czym jest B; chcia l umieć poznać, kiedy B|r. Jeśli

chcemy ratować UFD, to B|r ⇐⇒ BB′|rB′ ⇐⇒ BB′|rA′B′ ⇐⇒ 3|r(1 −
√
−5). Sta

‘
d wychodzi, że

B|a + b
√
−5 ⇐⇒ 3|a− b.

Dedekind (zgodnie z ideami Jocelyna de Soissons) zdefiniowa l czynnik B jako zbiór wszystkich r ∈
Z[
√
−5] “podzielnych przez B”, tzn. jako {a + b

√
−5 ∈ Z[

√
−5] | 3|a − b}. Nazwa l też tego typu zbiory

idea lami.

Def. Idea lem pierścienia nazywamy jego niepusty podzbiór zamknie
‘
ty na dodawanie i odejmowanie oraz na

mnożenie przez dowolne elementy pierścienia. (Notacja: I ⊳ R.)

Zauważmy, że zbiór elementów podzielnych przez ustalone a ∈ R jest idea lem R. Idea l taki nazywamy
g lównym i oznaczamy (a) lub Ra. Definiuja

‘
ce w lasności idea lu to podstawowe cechy zbioru tej postaci; można

by powiedzieć, że idea l to zbiór elementów pierścienia poszukuja
‘
cych wspólnego dzielnika. Nie zawsze taki
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dzielnik istnieje (w pierścieniu), jak pokazuje przyk lad powyżej. W je
‘
zyku idea lów  latwo wyrazić podzielność

i stowarzyszenie: a|b ⇐⇒ (a) ⊇ (b); a ∼ b ⇐⇒ (a) = (b).

Inne motywacje dla poje
‘
cia idea lu:

1) Ja
‘
dro homomorfizmu pierścieni jest idea lem.

2) Jeśli I ⊳ R, to na ilorazie (grup addytywnych) R/I można dobrze określić mnożenie: (r + I)(r′ + I) =
rr′ + I. Powstaje w ten sposób pierścień ilorazowy.

3) Jeśli V ⊆ X ⊆ Rn, to I(V ) = {f ∈ C(X) | f |V = 0} ⊳ C(X).
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