Algebra ISIM 2. Wyklad 8: Pierécienie

Pierscien.

Pierscien to zbiér R z dwoma dzialaniami: dodawaniem + i mnozeniem -, oraz z wyréznionym elementem
0 — speliajacy warunki: (a) (R, +,0) jest grupa abelowa, (b) rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania:
a(b+c) = ab+ ac, (a+b)c = ac+ be. Dla nas piersciert bedzie zawsze dodatkowo przemienny (tzn. ab = ba)
i z jedynkq (tzn. z elementem 1 € R speliajacym a-1=1-a = a).

Przyklady: ciala, Z, pierdcienie wielomianéw R[X], pierscieni szeregéw formalnych R[[X]], pierscieni
szeregéw Laurenta R((X)), pierdcient funkcji ciagtych C(X), Zp).

Rozklad na czynniki.

Rozktad liczby catkowitej na czynniki pierwsze nazywamy jednoznacznym, cho¢ écisle rzecz biorac mamy
z tym klopoty: —6 = (—2)-3=2-(=3). DIaR[X]: 2> —1= (z —1)(z+1) = (22— 2)(3z+ 1). Aby sprawe
dobrze wyrazi¢ wprowadzamy kilka poje¢. Elementem odwracalnym (inaczej jednostkq) nazywamy kazdy taki
element u € R, dla ktérego istnieje v’ € R spelniajace uu’ = 1. Zbiér U(R) (piszemy tez: R*) wszystkich
jednostek pierécienia R tworzy grupe multyplikatywna. Elementy r, ' € R nazywamy stowarzyszonymi (i
piszemy r ~ 1), jesli ' = ur dla pewnej jednostki u (z ta, doktadnoscia czynniki rozkladu maja szanse byé
jednoznaczne). Element r (niezerowy i nieodwracalny) nazywamy nierozkladalnym, jesli w kazdym rozktadzie
r =7r'r" albo ', albo r” jest jednostka,

Przyklady. Z: jednostki to {£1}, stowarzyszenie to réwnoséé co do znaku, elementami nierozktadalnymi
sg £2,4+3,+5,... C[X]: jednostki to niezerowe stale, stowarzysznie to proporcjonalnos$é, elementy nieroz-
ktadalne to jednomiany X — z (i ich skalarne krotnosci).

Pierscient nazywamy UF D (od unique factorization domain), jesli
(a) jest dziedzing: (rr' =0) = (r=0Vr’ =0), oraz
(b) kazdy element — niezerowy i niebedacy jednostks — rozklada sie na iloczyn czynnikéw nierozktadalnych,

jednoznacznie (z doktadnodcia do kolejnosei 1 stowarzyszenia).

Pierécienie Z oraz K[X] sa UFD. Istnienie rozkladu bierze sie stad, ze przy rozkladaniu wartos$é
bezwzgledna / stopieri maleje. Jednoznaczno$¢ sprawdza sie tak: jeslir =7 -...-7r, =71 -... -7} sa dwoma
rozktadami na czynniki nierozkladalne, to r1 dzieli iloczyn po prawej, wiec dzieli pewien jego czynnik, wiec
jest z owym czynnikiem stowarzyszony. Kluczowym krokiem tego argumentu jest nastepujaca wlasnos¢ ele-
mentéw nierozkladalnych (zachodzaca w Z i w K[X], ale nie w kazdym piersciniu): p|lab = plaV p|b (piszemy
x|y i czytamy “x dzieli y”, jesli y = xz dla pewnego z). Elementy p (niezerowe i nieodwracalne) majace
te wlasno$é nazywamy pierwszymi. W pierécieniach Z i K[X] elementy nierozkltadalne sa pierwsze: (rozsz-
erzony) algorytm Euklidesa pozwala wyrazi¢ najwiekszy (co do wartosci bezwzglednej / stopnia) wspdlny
dzielnik (a,b) elementéw a,b w postaci xa + yb; jesli teraz plab ale pfa, to 1 = (p,a) = zp + ya; stad
b = xpb + yab, i p dzieli oba skladniki sumy, wiec plb.

Idealy.

W pierscieniu Z[v/—5] = {a + by/=5 | a,b € Z} rozklad na czynniki nie jest jednoznaczny: 6 = 2 -3 =
(1 —v/=5)(1 + v/=5), i wszystkie czynniki sa nierozkladalne. (Te nierozkladalnosé stwierdzamy z uzyciem
normy: N(a + byv/—5) = (a + by/=5)(a — by/—5) = a® + 5b%. Norma jest myltyplikatywna, oraz nie ma w
Z[\/—5] elementéw o normie 2 ani 3.) Kummer postanowit ratowaé¢ wtasnosé UFD wprowadzajac czynniki
idealne: czynniki A, A’, B, B’ niebedace elementami Z[\/—5], takie ze 2 = AA’, 3 = BB', 1 + /-5 = AB,
1 — /-5 = A’B’. Dla Kummera nie bylo istotne, czym jest B; chcial umieé¢ poznaé, kiedy Blr. Jesli
chcemy ratowaé UFD, to Blr <= BB'|rB' <= BB'|rA’'B’ <= 3|r(1 — v/-5). Stad wychodzi, ze
Bla +by/=5 <= 3|a—b.

Dedekind (zgodnie z ideami Jocelyna de Soissons) zdefiniowat czynnik B jako zbiér wszystkich r €
Z[\/=5] “podzielnych przez B”, tzn. jako {a + b\/—5 € Z[V/=5] | 3|a — b}. Nazwal tez tego typu zbiory
tdeatama.

Def. Ideatem pierécienia nazywamy jego niepusty podzbiér zamkniety na dodawanie i odejmowanie oraz na

mnozenie przez dowolne elementy pierécienia. (Notacja: I < R.)

Zauwazmy, ze zbiér elementéw podzielnych przez ustalone a € R jest idealem R. Ideal taki nazywamy
gtdwnym i oznaczamy (a) lub Ra. Definiujace wlasnosci ideatu to podstawowe cechy zbioru tej postaci; mozna
by powiedzie¢, ze ideal to zbidr elementow pierscienia poszukujacych wspolnego dzielnika. Nie zawsze taki
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dzielnik istnieje (w pierécieniu), jak pokazuje przyklad powyzej. W jezyku idealéw tatwo wyrazié¢ podzielnosé
i stowarzyszenie: a|b <= (a) 2 (b); a ~b < (a) = ().
Inne motywacje dla pojecia ideatu:
1) Jadro homomorfizmu pierscieni jest idealem.
2) Jedli T < R, to na ilorazie (grup addytywnych) R/I mozna dobrze okresli¢é mnozenie: (r+ I)(r' + 1) =
rr’ + I. Powstaje w ten sposob pierscien ilorazowy.
3) JeSiVC X CR", to I(V)={f e C(X)| flv =0}<C(X).



