
Algebra ISIM 2. Wyk lad 10: R UFD ⇒ R[X ] UFD

Cia lo u lamków.

Niech R be
‘
dzie dziedzina

‘
. Na zbiorze R × (R \ {0}) par zapisywanych w postaci p

q
(gdzie q 6= 0)

wprowadzamy relacje
‘

równoważności (zwana
‘

relacja
‘

równości): p
q

= p′

q′
⇐⇒ pq′ = p′q. Na zbiorze

klas abstrakcji definiujemy dzia lania dodawania i mnożenia wzorami takimi jak dla zwyk lych u lamków.
Otrzymujemy w ten sposób cia lo R0 zwane cia lem u lamków dziedziny R. Odwzorowanie R ∋ r 7→ r

1 ∈ R0

jest monomorfizmem.
Przyk lady: Z0 = Q, K[X ]0 = K(X).

Zawartość.

Niech R be
‘
dzie UFD. Dla r ∈ R i elementu pierwszego p ∈ R określamy vp(r) jako wyk ladnik najwyższej

pote
‘
gi p dziela

‘
cej r. Dla r/s ∈ R0 k ladziemy vp(r/s) = vp(r) − vp(s). Dla wielomianu A =

∑n
i=0 aiX

i ∈
R0[X ] definiujemy vp(A) = min{vp(ai) | 0 ≤ i ≤ n}. Wreszcie, wybieramy po jednym elemencie z każdej
klasy stowarzyszenia elementów pierwszych pierścienia R otrzymuja

‘
c pewien zbiór P . Definiujemy zawartość

(ang. content) niezerowego wielomianu A ∈ R0[X ] jako c(A) =
∏

p∈P
pvp(A). Formalnie jest to element R0,

ale wygodnie jest o nim myśleć, że jest określony z dok ladnościa
‘
do mnożenia przez jednostki pierścienia R

– wówczas zawartość staje sie
‘

niezależna od wyboru zbioru P . Be
‘
dziemy pisać a ∼ b, gdy a/b ∈ R×.

Wielomian A nazywamy prymitywnym, jeśli c(A) ∼ 1.
Proste w lasności zawartości:

• Jeśli degA = 0, tzn. A ∈ R0, to A ∼ c(A).
• Wielomian prymitywny leży w R[X ]. (Inaczej pewien jego wspó lczynnik mia lby pewne vp ujemne, ale

wtedy vp wielomianu też by loby ujemne.)
• Każdy wielomian A jest postaci A = c(A)A1, gdzie A1 jest wielomianem prymitywnym. (Zwyk le

czyszczenie mianowników.)
• Jeśli q ∈ R0 i A ∈ R0[X ], to c(qA) ∼ qc(A). (vp każdego ai zmienia sie

‘
o vp(q).)

• Wielomian nierozk ladalny w R[X ] jest prymitywny. (Inaczej A = c(A)A1 jest rozk ladem.)

Lemat Gaussa.

Iloczyn wielomianów prymitywnych jest prymitywny.

Dowód. Gdyby A,B ∈ R[X ] by ly prymitywne, a AB nie, to moglibyśmy znaleźć p z vp(AB) > 0. Wtedy
obrazy A i B w dziedzinie (R/(p))[X ] by lyby niezerowe, a ich iloczyn – obraz AB –zerowy, sprzeczność.

Wniosek. Dla A,B ∈ R0[X ] zachodzi c(AB) ∼ c(A)c(B).
Mamy bowiem c(AB)(AB)1 = AB = c(A)c(B)A1B1; licza

‘
c zawartości obu stron otrzymujemy teze

‘
.

R UFD ⇒ R[X ] UFD.

Istnienie rozk ladu: najpierw rozk ladamy ścísle zmniejszaja
‘
c stopień czynników, potem wycia

‘
gamy za-

wartości (czynniki prymitywne pozostaja
‘
nierozk ladalne) i rozk ladamy je w R.

Jednoznaczność rozk ladu wymaga lematu:
Lemat. Jeśli A ∈ R[X ] jest nierozk ladalny w R[X ], to jest też nierozk ladalny w R0[X ].
Gdyby A = PQ, P,Q ∈ R0[X ], to c(P )c(Q) = c(A) ∼ 1; wtedy A = c(P )P1c(Q)Q1 = uP1Q1 (u ∈ R×).

Niech teraz A =
∏

ai
∏

Ai =
∏

bj
∏

Bj be
‘
da

‘
dwoma rozk ladami A w R[X ], gdzie ai, bj sa

‘
stopnia

0, zaś Ai, Bj stopnia dodatniego. Z jednoznaczności rozk ladu w R0[X ] wynika, że można po la
‘
czyć Ai, Bj

w stowarzyszone pary. Ale w takiej parze oba wielomiany sa
‘

prymitywne, wie
‘
c czynnik stowarzyszaja

‘
cy

jest jednostka
‘
R. Porównuja

‘
c teraz zawartości widzimy, że

∏
ai ∼

∏
bj , wie

‘
c i te produkty musza

‘
być

równoważne na mocy warunku UFD dla R.

Wnioski.

Z[X ] jest UFD, mimo że nie jest PID (np. (2, X) nie jest g lówny).
Z[X,Y ] = (Z[X ])[Y ] jest UFD; przez indukcje

‘
: Z[X1, . . . , Xn] jest UFD.

Podobnie K[X1, . . . , Xn] jest UFD.
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