Algebra ISIM 2. Wyklad 7: Rozwiazalnosé.

Abelianizacja.

Abelianizacja grupy to jej maksymalny abelowy iloraz. Jesli grupa jest zadana prezentacja, to abelia-
nizacje uzyskujemy dopisujac relacje méwiace ze kazde dwa generatory komutuja. Np. F2P ~ Z". Nieco
ciekawszy przykiad: (z,y | vy = y?2)*® = (v,y | 2y = y?z, 0y = yx) = (x| ) ~ Z.

Przemienno$¢ x i y jest réwnowazna trywialnosci ich komutatora, czyli elementu [z,y] = xyz~ty~t.
Kazdy komutator lezy w jadrze dowolnego homomorfizmu w grupe abelowa. Jadro takie zawiera wiec
komutant grupy G: podgrupe generowana, przez wszystkie komutatory, ktéra oznaczamy [G, G| lub G’.

Lemat. Komutant jest dzielnikiem normalnym.
Istotnie, dla dowolnego automorfizmu ¢ naszej grupy mamy ¢([z,y]) = [¢(z), d(y)]. W szczegdlnosci
jest tak dla automorfizméw wewnetrznych.

Abelianizacje definiujemy jako iloraz: G** = G/[G, G]; rozumiemy ja tez jako odwzorowanie ilorazowe
G — G=b.

Abelianizacja jest scharakteryzowana przez nastepujaca wlasno$¢ uniwersalna: kazdy homomorfizm z G
w grupe abelowa, faktoryzuje si¢ jednoznacznie przez odwzorowanie abelianizacji G — G2P.

Przyklady komutantéw.

1. SL,(K). Dla n > 3 grupa ta jest generowana przez macierze I + E;;(a), a € K, i # j. Latwo
sprawdzi¢, ze (I + E;j(a))™' =1+ Eij(—a), ize [I + Eij(a), I + Ej,(b)] = I + Ei(ab). Stad wynika, ze dla
n > 3 grupa SL,(K) jest réwna swojemu komutantowi.

2. S,,. Kazdy komutator jest permutacja parzysta, wiec komutant zawiera sie w A,,. Dla n # 5 grupa
A, jest prosta, a S, nieabelowa, wiec wtedy [Sy, Sn] = An.

3. S4. Wiemy, ze Sj < Ay. Grupa Ay jest izomorficzna z grupg tetraedralng T, ktéra dopuszcza
nietrywialny homomorfizm w S3: dzialanie T na 3-elementowym zbiorze par przeciwlegtych krawedzi czwo-
roscianu. Jadrem tego homomorfizmu jest 4-elementowa grupa Kleina K. Mamy wiec 1 < K < Ay < Sy, przy
czym ilorazy kolejnych wyrazow sa abelowe.

Rozwiazalnosé.

Def. Grupa G jest rozwigzalna, jesli ma skonczony ciag podgrup 1 = H, <...< H; < Hy = G, taki ze
wszystkie ilorazy H;/H,11 sa abelowe.

Grupy abelowe sa rozwiazalne. Niecykliczne grupy proste nie sa, rozwiazalne.

Fakt.
Nastepujace warunki sa rownowazne:
1) Grupa G jest rozwiazalna.
2) Niech Gy =[G, G, Giy1 = |Gy, G;]. Istnieje n, takie ze G,, = 1.
3) Grupa G albo jest abelowa, albo ma wlasciwy nietrywialny dzielnik normalny H, taki ze H i G/H
83 rozwigzalne.
1 = 2: sprawdzamy indukcyjnie, ze G; < H;. Zlozenie G; — H; — H;/H;1+1 jest homomorfizmem w
grupe abelowa, wiec jego jadro zawiera Giy1; tzn. Gip1 < Hiqg.
2=3: H=[G,GqG].
3 = 1: Ciag podgrup s$wiadczacy o rozwiazalno$ci H przedluzamy ciagiem podgrup swiadczacym o
rozwiazalnosci G/H cofnietym do G przez homomorfizm ilorazowy G — G/H.
Whiosek.Skonczona p-grupa jest rozwigzalna.
Indukcja wzgledem rzedu: iloraz przez nietrywialne centrum jest rozwiazalny.

Prostota PSL(n,q).

Niech G = PSL(n,q) (gdzie q to potega liczby pierwszej). Ta grupa wiernie i 2-tranzytywnie dziala na
przestrzeni rzutowej P"~1(q) — zbiorze 1-wymiarowych podprzestrzeni liniowych przestrzeni Fy.
Niech 1 # N «G.

Lemat 1. Dzialanie N na P"~! jest tranzytywne.
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Skoro dzialanie G jest wierne, to N ma nietrywialng orbite Nx. Niech y = nx # x. Wezmy dowolne
z # x; wtedy istnieje g € G, takie ze gr = x, gy = 2. Wéwezas z = gy = gnx = gng~ ‘gz = n'z.

Niech @ oznacza stabilizator punktu P"~! zadanego przez pierwsza o$ Fy.

Whniosek. G = NQ.

Niech U = (I 4+ Eis(a2) + ...+ En(ay) | az,...,an € Fy). Grupa U jest dzielnikiem normalnym @,
zatem:

Lemat 2. NU<NQ = G.

Lemat 3. NU =G.

Istotnie, NU D ({I + E12(a) |a € Fy)) D (I + Ejj(a) | i # j,a € Fy) =G.

Teraz zaobserwujmy, ze G/N ~ NU/N ~U/(N NU) jest abelowa, zatem [G,G] < N. Ale [G,G] = G,
poza przypadkami PSL(2,2) i PSL(2,3).

Tw. Grupa PSL(n,q) jest prosta, poza przypadkami (n,q) = (2,2),(2,3).



