
Algebra ISIM 2. Wyk lad 3: Twierdzenia Sylowa

W twierdzeniach Sylowa zak ladamy, że G jest skończona
‘
grupa

‘
rze

‘
du n, zaś pk jest najwyższa

‘
pote

‘
ga

‘
liczby

pierwszej p dziela
‘
ca

‘
n. Twierdzenia Sylowa mówia

‘
, że G ma podgrupy rze

‘
dy pk, że sa

‘
one parami sprze

‘
żone,

a ich liczba dzieli rza
‘
d G i przystaje do 1 modulo p.

Tw.(Sylow 1) G ma podgrupe
‘

rze
‘
du pk.

Rozważamy dzia lanie G przez lewe przesunie
‘
cia na pk-elementowych podzbiorach G. Liczba takich podzbio-

rów nie dzieli sie
‘

przez p, zatem istnieje orbita – powiedzmy, zbioru U – której rza
‘
d nie dzieli sie

‘
przez p.

Wtedy stabilizator U ma rza
‘
d podzielny przez pk; ale też ma on nie wie

‘
cej elementów niż U – czyli jego rza

‘
d

to pk.

Podgrupa G rze
‘
du pk to jej p-podgrupa Sylowa. Grupa, której rza

‘
d jest pote

‘
ga

‘
p, to p-grupa.

Tw.(Sylow 2) p-podgrupa G jest zawarta w pewnej p-podgrupie Sylowa. Każde dwie p-podgrupy Sylowa sa
‘

sprze
‘
żone.

Pokażemy, że jeśli K < G i p dzieli rza
‘
d K, a H jest p-podgrupa

‘
Sylowa G, to dla pewnego g ∈ G przekrój

gHg−1 ∩K jest p-podgrupa
‘
Sylowa w K.

Rozważamy lewe dzia lanie K na G/H . Pewna orbita K · gH ma rza
‘
d niepodzielny przez p. Stabilizator

KgH dzieli sie
‘

wie
‘
c przez te

‘
sama

‘
pote

‘
ge

‘
p, co i rza

‘
d K. Ten stabilizator to K ∩ gHg−1; jego rza

‘
d dzieli

także rza
‘
d H , czyli jest pote

‘
ga

‘
p.

Normalizator NG(H) podgrupy H w grupie G to jej stabilizator przy dzia laniu G na sobie przez sprze
‘
żenia.

Jest on równy G jeśli H jest dzielnikiem normalnym, a zawsze zawiera H jako podgrupe
‘
.

Tw.(Sylow 3) Liczba p-podgrup Sylowa dzieli rza
‘
d G i przystaje do 1 modulo p.

Pierwsza teza wynika z Sylowa 2: p-podgrupy Sylowa stanowia
‘
orbite

‘
dzia lania G na sobie przez sprze

‘
żenia.

Teraz patrzymy, jak na zbiorze p-podgrup Sylowa dzia la przez sprze
‘
żenia jedna z nich (H). Nie może

ona stabilizować żadnej innej H ′: inaczej obie one bylyby p-podgrupami Sylowa normalizatora H ′; ale ten
normalizator normalizuje H ′, wie

‘
c H ′ i H nie sa

‘
w nim sprze

‘
żone.

Twierdzenia Sylowa dostarczaja
‘
p-podgrup dla czynników pierwszych p rze

‘
du grupy, a także restrykcji na

ich liczbe
‘

– czasem pozwalaja
‘
pokazać jedyność p-podgrupy Sylowa. Dla różnych p podgrupy Sylowa kroja

‘
sie

‘
trywialnie. Aby z tego typu informacji wnioskować o strukturze G, użyjemy lematu.

Lemat. Niech N,H < G kroja
‘

sie
‘

trywialnie. Wtedy
a) odwzorowanie wymnożenia sk ladowych m:N ×H → G jest różnowartościowe;
b) jeśli N jest dzielnikiem normalnym G, to NH – obraz m – jest podgrupa

‘
;

c) jeśli N i H sa
‘

normalne w G, to komutuja
‘

ze soba
‘

i m jest izomorfizmem grupy produktowej N ×H na NH .

Rachunek do b): nhn′h′ = n(hn′h−1)hh′.
Komutowanie w c) widać tak: nhn−1h−1 = (nhn−1)h−1 = n(hn−1h−1) plus N ∩H = {e}.

Przeanalizujmy dok ladniej sytuacje
‘
b): m dostarcza parametryzacji podgrupy NH przez produkt N×H . Jak

w tej parametryzacji wygla
‘
da dzia lanie grupowe G widać z rachunku: nh·n′h′ = n(hn′h−1)hh′ = nιh(n′)·hh′.

Jeśli wie
‘
c na produkcie zadać mnożenie wzorem (n, h)·(n′, h′) = (nιh(n′), hh′), to m stanie sie

‘
izomorfizmem.

Inaczej mówia
‘
c, NH jest produktem pó lprostym:

Def. Niech ϕ:H → Aut(N) be
‘
dzie dzia laniem grupy H na grupie N przez automorfizmy. Produktem

pó lprostym N i H nazywamy grupe
‘
N⋊ϕH = (N ×H, ·ϕ), gdzie (n, h) ·ϕ (n′, h′) = (nϕh(n′), hh′).

Przyk lady.

0) Jeśli rza
‘
d G jest liczba

‘
pierwsza

‘
p, to G ≃ Z/p.

1) |G| = 15. Wtedy G ma jedyna
‘

3-podgrupe
‘

Sylowa i jedyna
‘

5-podgrupe
‘

Sylowa; sa
‘

one normalne w G,
zatem G jest ich produktem: G ≃ Z/3 × Z/5.

2) |G| = 21. Wtedy G ma jedyna
‘

7-podgrupe
‘

Sylowa Z/7 = 〈x〉, i 1 lub 7 3-podgrup Sylowa Z/3 = 〈y〉.
W pierwszym przypadku mamy G ≃ Z/7 × Z/3; w drugim G ≃ Z/7⋊ϕZ/3. Możliwe ϕ to ϕy(x) = x2 i
ϕy(x) = x4, przy czym nietrywialny automorfizm Z/3 zamienia rolami te dwie możliwości. Sa

‘
wie

‘
c dwie

grupy rze
‘
du 21.
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3) |G| = 12.
Jeśli sa

‘
4 3-podgrupy Sylowa, to G dzia la przez sprze

‘
żenia na ich zbiorze; dostajemy homomorfizm G → S4.

G jest generowana przez elementy rze
‘
du 3 (jest ich razem 8), zatem obraz G jest generowany przez 3-

cykle i zawarty w A4. Ja
‘
dro rozważanego homomorfizmu to przekrój normalizatorów 3-podgrup Sylowa;

ale normalizator takiej podgrupy jest równy niej samej (bo ma ona 4 różne sprze
‘
żenia), wie

‘
c to ja

‘
dro jest

trywialne i G ≃ A4.
Jeśli jest jedna 3-podgrupa Sylowa, to G jest jej produktem przez Z/4 lub Z/2×Z/2, prostym lub pó lprostym
(pó lprosty w każdym przypadku jest jednoznaczny z dok ladnościa

‘
do izomorfizmu).
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