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Algebra ISIM 2. Lista 6

Cwiczenia

Udowodnij, ze kazdy element grupy (a,b | a®,b”,aba™" = b~') da si¢ zapisac w postaci a*b’; wywnioskuj, ze
rozwazana grupa jest skonczona.

Jesli kazdy element g € G spelnia g2 = e, to G jest abelowa.

Znajdz komutant i abelianizacje grupy GL,(K) dla n > 3.

Sprawdz, ze jedli ¢: G — H jest homomorfizmem, a N < H, to p~1(N) 1 G.

Uzasadnij, ze kazda grupa rzedu < 60 jest rozwigzalna.

e (323 ]2 )

Zadania

Udowodnij, ze proces redukcji stowa w prowadzi zawsze do tego samego stowa zredukowanego (zaleznego od
w, ale nie od kolejnosci dokonywania redukcji).

. Grupe wolna, o n generatorach mozna zdefiniowa¢ tak: Rozwazamy H(G, ) G, gdzie produkt jest wziety

po wszystkich parach (G, f), takich ze G jest grupa, a f funkcja z {1,2,...,n} w G. W tym produkcie

wyrézniamy elementy x; = (f(i))(Gﬁf), a nastepnie rozpinamy na nich podgrupe: F,, = (x1,...,2,).
Udowodnij, ze F;,, ma wlasnos¢ uniwersalna: dla dowolnej grupy G i dowolnego ciagu jej elementow
(a1,...,ay) istnieje jedyny homomorfizm F,, — G posylajacy ©1 w a1, ..., n W ap.

Przedyskutuj problemy teoriomnogosciowe z definicja, F,,. Wytlumacz, jak je ominag.

Niech R = R U {c}.
Uzasadnij, ze dla dowolnych dwéch domknietych roztacznych przedziatéw I = [i1, i2], J = [j1, j2] C R istnieje
homografia hy j:z +— Z;cjrrdb, ad —be =1, taka ze hy j(R\ I) = (j1, j2)-

Niech Iy,..., I, J1,...,Jn € R beda domknietymi, parami roztacznymi przedzialami. Uzasadnij, ze
(hry . gys---sh1,.,) jest wolng podgrupa PSLa(R).

Udowodnij, ze w grupie wolnej nie ma nietrywialnych elementéw skonczonego rzedu.
Udowodnij, ze dwa komutujace elementy grupy wolnej naleza do pewnej podgrupy cykliczne;j.

Udowodnij, ze stowo w nad alfabetem X wyznacza element komutanta grupy wolnej F'x wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdej litery x € X suma wyktadnikéw wszystkich wystapien x w w jest réwna 0.

Udowodnij, ze nastepujace macierze generujg wolna, podgrupe F grupy SO(3):

3 _ 4
R | 10 0
e=|4 o] u={o 8
4 3
0 0 1 0o 4 3

Pokaz, ze skoniczenia generowana grupa.:
ma, skoniczenie wiele homomorfizméw w Sy, ;
ma skoriczenie wiele podgrup indeksu n.

Podgrupa skonczonego indeksu w grupie skoniczenie generowanej jest skoriczenie generowana - tak czy nie?
Wykaz, ze {a,b | a?,b3, (ab)?) ~ Ss.

Udowodnij, ze komutant grupy wolnej Fy, 3 jest rowny ((zyz~'y~1)).

Wyznacz komutant grupy wszystkich izometrii plaszczyzny. Sprawdz, ze jest to grupa rozwiazalna.
Uzasadnij, ze grupa SL, (K) jest generowana przez {I + E;;(a) | ¢ # j,a € K}.

Wyznacz komutant grupy SLa(K).

Sprawdz, ze grupa T gérnotrdjkatnych odwracalnych macierzy n X n jest rozwiazalna.

Niech p, ¢ beda, réznymi liczbami pierwszymi.
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Udowodnij, ze grupa rzedu pq jest rozwiazalna.
Udowodnij, ze grupa rzedu pg? jest rozwiazalna.
Udowodnij, ze grupa rzedu pg® jest rozwiazalna.

Wyznacz komutant grupy Ay.
Sprawdz, ze PSL(2,2) ~ S5, PSL(2,3) ~ A,.
Udowodnij, ze PSL(2,5) ~ As.

W zadaniu 20 z listy 4 pojawilo sie kilka grup rzedu 120. Czy ktéras z nich jest izomorficzna z SL(2,5)? Z
PGL(2,5)?

Grupy nilpotentne

Dla A, B C G definiujemy [A, B] = ([a,b] | a € A,b € B).

Grupe G nazywamy nilpotentng, jedli istnieje ciag jej (!) dzielnikéw normalnych 1 = H,, < Hp,—1 < ... <
Hy =G, takize H;/H;+1 < Z(G/H;41). Udowodnij, ze ten warunek jest réwnowazny nastepujacemu: Niech
G1 =[G, ], Git1 = |G, G]; istnieje n, takie ze G,, = 1.

Sprawdz, ze grupa macierzy gérnotrojkatnych z jedynkami na przekatnej jest nilpotentna.

Sprawdz, ze grupa nilpotentna jest rozwiazalna.

Uzasadnij, ze skonczona p-grupa jest nilpotentna.

Udowodnij, ze normalizator podgrupy Sylowa jest réwny swemu normalizatorowi.

Udowodnij, ze w grupie nilpotentnej wlaéciwa podgrupa jest istotnie mniejsza od swego normalizatora.
Udowodnij, ze skoniczona grupa nilpotentna jest produktem swych podgrup Sylowa.

Rozklad paradoksalny

Rozwaz dzialanie grupy F z zadania 13 na sferze jednostkowej S2. Uzasadnij, ze orbita punktu z nietrywial-
nym stabilizatorem sklada sie z punktéw z nietrywialnym stabilizatorem. Uzasadnij, ze zbiér R punktéw o
nietrywialnym stabilizatorze jest suma, przeliczalnie wielu przeliczalnych orbit.

(Paradoksalny rozkiad grupy wolnej.) W grupie F» = Fy, 3 wyrézniamy podzbiory: A: slowa zaczynajace
sia na x; B: stowa zaczynajace sie na z~1; C: slowa zaczynajace sie na y niebedace potega y; D: cala reszta.
Uzasadnij, ze Iy, = AUxzB = CUyD, przy czym kazda z sum jest suma rozlaczna,

Méwimy, ze zbiory U,V C R3? sa réwnowaine przez rozklad, jesli U da sie rozlozyé na sume rozlaczna
skoriczenie wielu zbioréw, ktérych obrazy przez stosownie dobrane izometrie R® sumujg sie rozlacznie do V.

(Paradoksalny rozklad sfery i kuli.) Polacz poprzednie dwa zadania.

Uzasadnij, ze po usunieciu z S? przeliczalnego zbioru R mozna rozbié reszte na roztaczna sume A'UB'UC"UD’,
tak ze S?\ R= A’ Ux(B’") = C' Uy(D").

Uzasadnij, ze dla dowolnego przeliczalnego R C S? istnieje obrét r € SO(3), taki ze zbiory R, r(R),r*(R), ...
sa parami roziaczne. Wywnioskuj stad, ze mozna rozbi¢ S? na rozlaczna sume RU E U F, tak by cala sfera
S? byla roztaczna suma, 7~ (E) U F. (Inaczej méwiac: S? i S?\ R sa réwnowazne przez rozklad.)
Uzasadnij, ze S? mozna przedstawié w postaci sumy rozlacznej dwéch zbioréw, z ktérych kazdy jest réwno-
wazny przez rozklad z S2.

Uzasadnij, ze kula o promieniu 1 w R3 jest réwnowazna przez rozklad z suma dwéch roziacznych kul o
promieniu 1.



