
Algebra ISIM 2. Lista 6

Ćwiczenia

1. Udowodnij, że każdy element grupy 〈a, b | a2, b7, aba−1 = b−1〉 da sie
‘

zapisac w postaci akbℓ; wywnioskuj, że
rozważana grupa jest skończona.

2. Jeśli każdy element g ∈ G spe lnia g2 = e, to G jest abelowa.

3. Znajdź komutant i abelianizacje
‘

grupy GLn(K) dla n ≥ 3.

4. Sprawdź, że jeśli ϕ:G → H jest homomorfizmem, a N ⊳ H , to ϕ−1(N) ⊳ G.

5. Uzasadnij, że każda grupa rze
‘
du < 60 jest rozwia

‘
zalna.

6. Sprawdź, że

[(

a 0
0 a−1

)

,

(

1 b
0 1

)]

=

(

1 (a2 − 1)b
0 1

)

.

Zadania

7. Udowodnij, że proces redukcji s lowa w prowadzi zawsze do tego samego s lowa zredukowanego (zależnego od
w, ale nie od kolejności dokonywania redukcji).

8. Grupe
‘

wolna
‘

o n generatorach można zdefiniować tak: Rozważamy
∏

(G,f) G, gdzie produkt jest wzie
‘
ty

po wszystkich parach (G, f), takich że G jest grupa
‘
, a f funkcja

‘
z {1, 2, . . . , n} w G. W tym produkcie

wyróżniamy elementy xi = (f(i))(G,f), a naste
‘
pnie rozpinamy na nich podgrupe

‘
: Fn = 〈x1, . . . , xn〉.

a) Udowodnij, że Fn ma w lasność uniwersalna
‘
: dla dowolnej grupy G i dowolnego cia

‘
gu jej elementów

(a1, . . . , an) istnieje jedyny homomorfizm Fn → G posy laja
‘
cy x1 w a1, . . ., xn w an.

b) Przedyskutuj problemy teoriomnogościowe z definicja
‘
Fn. Wyt lumacz, jak je omina

‘
ć.

9. Niech R = R ∪ {∞}.
a) Uzasadnij, że dla dowolnych dwóch domknie

‘
tych roz la

‘
cznych przedzia lów I = [i1, i2], J = [j1, j2] ⊆ R istnieje

homografia hI,J :x 7→ ax+b
cx+d

, ad− bc = 1, taka że hI,J(R \ I) = (j1, j2).
b) Niech I1, . . . , In, J1, . . . , Jn ⊆ R be

‘
da

‘
domknie

‘
tymi, parami roz la

‘
cznymi przedzia lami. Uzasadnij, że

〈hI1,J1
, . . . , hIn,Jn

〉 jest wolna
‘
podgrupa

‘
PSL2(R).

10. Udowodnij, że w grupie wolnej nie ma nietrywialnych elementów skończonego rze
‘
du.

11. Udowodnij, że dwa komutuja
‘
ce elementy grupy wolnej należa

‘
do pewnej podgrupy cyklicznej.

12. Udowodnij, że s lowo w nad alfabetem X wyznacza element komutanta grupy wolnej FX wtedy i tylko wtedy,
gdy dla każdej litery x ∈ X suma wyk ladników wszystkich wysta

‘
pień x w w jest równa 0.

13. Udowodnij, że naste
‘
puja

‘
ce macierze generuja

‘
wolna

‘
podgrupe

‘
F grupy SO(3):
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14. Pokaż, że skończenia generowana grupa:
- ma skończenie wiele homomorfizmów w Sn;
- ma skończenie wiele podgrup indeksu n.

15. Podgrupa skończonego indeksu w grupie skończenie generowanej jest skończenie generowana - tak czy nie?

16. Wykaż, że 〈a, b | a2, b3, (ab)2〉 ≃ S3.

17. Udowodnij, że komutant grupy wolnej F{x,y} jest równy 〈〈xyx−1y−1〉〉.

18. Wyznacz komutant grupy wszystkich izometrii p laszczyzny. Sprawdź, że jest to grupa rozwia
‘
zalna.

19. Uzasadnij, że grupa SLn(K) jest generowana przez {I + Eij(a) | i 6= j, a ∈ K}.

20. Wyznacz komutant grupy SL2(K).

21. Sprawdź, że grupa T górnotrójka
‘
tnych odwracalnych macierzy n× n jest rozwia

‘
zalna.

22. Niech p, q be
‘
da

‘
różnymi liczbami pierwszymi.

1



a) Udowodnij, że grupa rze
‘
du pq jest rozwia

‘
zalna.

b) Udowodnij, że grupa rze
‘
du pq2 jest rozwia

‘
zalna.

z) Udowodnij, że grupa rze
‘
du pqz jest rozwia

‘
zalna.

23. Wyznacz komutant grupy A4.

24. Sprawdź, że PSL(2, 2) ≃ S3, PSL(2, 3) ≃ A4.

25. Udowodnij, że PSL(2, 5) ≃ A5.

26. W zadaniu 20 z listy 4 pojawi lo sie
‘

kilka grup rze
‘
du 120. Czy któraś z nich jest izomorficzna z SL(2, 5)? Z

PGL(2, 5)?

Grupy nilpotentne

Dla A,B ⊆ G definiujemy [A,B] = 〈[a, b] | a ∈ A, b ∈ B〉.

27. Grupe
‘
G nazywamy nilpotentna

‘
, jeśli istnieje cia

‘
g jej (!) dzielników normalnych 1 = Hn < Hn−1 < . . . <

H0 = G, taki że Hi/Hi+1 < Z(G/Hi+1). Udowodnij, że ten warunek jest równoważny naste
‘
puja

‘
cemu: Niech

G1 = [G,G], Gi+1 = [G,Gi]; istnieje n, takie że Gn = 1.

28. Sprawdź, że grupa macierzy górnotrójka
‘
tnych z jedynkami na przeka

‘
tnej jest nilpotentna.

29. Sprawdź, że grupa nilpotentna jest rozwia
‘
zalna.

30. Uzasadnij, że skończona p-grupa jest nilpotentna.

31. Udowodnij, że normalizator podgrupy Sylowa jest równy swemu normalizatorowi.

32. Udowodnij, że w grupie nilpotentnej w laściwa podgrupa jest istotnie mniejsza od swego normalizatora.

33. Udowodnij, że skończona grupa nilpotentna jest produktem swych podgrup Sylowa.

Rozk lad paradoksalny

34. Rozważ dzia lanie grupy F z zadania 13 na sferze jednostkowej S2. Uzasadnij, że orbita punktu z nietrywial-
nym stabilizatorem sk lada sie

‘
z punktów z nietrywialnym stabilizatorem. Uzasadnij, że zbiór R punktów o

nietrywialnym stabilizatorze jest suma
‘
przeliczalnie wielu przeliczalnych orbit.

35. (Paradoksalny rozk lad grupy wolnej.) W grupie F2 = F{x,y} wyróżniamy podzbiory: A: s lowa zaczynaja
‘
ce

sia
‘
na x; B: s lowa zaczynaja

‘
ce sie

‘
na x−1; C: s lowa zaczynaja

‘
ce sie

‘
na y niebe

‘
da

‘
ce pote

‘
ga

‘
y; D: ca la reszta.

Uzasadnij, że F2 = A ∪ xB = C ∪ yD, przy czym każda z sum jest suma
‘
roz la

‘
czna

‘
.

Mówimy, że zbiory U, V ⊆ R3 sa
‘

równoważne przez rozk lad, jeśli U da sie
‘

roz lożyć na sume
‘

roz la
‘
czna

‘
skończenie wielu zbiorów, których obrazy przez stosownie dobrane izometrie R3 sumuja

‘
sie

‘
roz la

‘
cznie do V .

36. (Paradoksalny rozk lad sfery i kuli.) Po la
‘
cz poprzednie dwa zadania.

a) Uzasadnij, że po usunie
‘
ciu z S2 przeliczalnego zbioru R można rozbić reszte

‘
na roz la

‘
czna

‘
sume

‘
A′∪B′∪C′∪D′,

tak że S2 \R = A′ ∪ x(B′) = C′ ∪ y(D′).
b) Uzasadnij, że dla dowolnego przeliczalnego R ⊆ S2 istnieje obrót r ∈ SO(3), taki że zbiory R, r(R), r2(R), . . .

sa
‘
parami roz la

‘
czne. Wywnioskuj sta

‘
d, że można rozbić S2 na roz la

‘
czna

‘
sume

‘
R ∪E ∪ F , tak by ca la sfera

S2 by la roz la
‘
czna suma

‘
r−1(E) ∪ F . (Inaczej mówia

‘
c: S2 i S2 \R sa

‘
równoważne przez rozk lad.)

c) Uzasadnij, że S2 można przedstawić w postaci sumy roz la
‘
cznej dwóch zbiorów, z których każdy jest równo-

ważny przez rozk lad z S2.
d) Uzasadnij, że kula o promieniu 1 w R3 jest równoważna przez rozk lad z suma

‘
dwóch roz la

‘
cznych kul o

promieniu 1.
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