
Algebra liniowa 1R, Lista 11

1. Uzasadnij: ker(F ◦G) ⊇ ker(G), Im(F ◦G) ⊆ Im(F ). (F,G to przekszta lcenia liniowe)

2. Znajdź nieparametryczne równania opisuja
‘
ce obrazy i ja

‘
dra przekszta lceń Rn → Rk o macierzach:

(

1 −2 3
−3 6 −9

)

; ( 5 −1 2 ) ;





5
−1
2



 ;





1 0 3
3 −1 0
1 1 2



 ;

3. Znajdź postać ogólna
‘
rozwia

‘
zania uk ladu AX = Y (a) dla: A =





1 2 −1
2 −1 1
1 7 −4



 ,





1 3 −2
3 9 −6
−2 −6 4



 ;

Y = (0, 0, 0)⊤, (1, 1, 1)⊤, (1,−2, 3)⊤, (−6,−3, 3)⊤, (2, 4, 2)⊤,

(−1, 3, 0)⊤, (1, 0, 3)⊤, (1, 3, 0)⊤, (4, 12,−8)⊤; (b) dla A =

(

1 −2 3
−3 6 −9

)

;Y =
(

0

0

)

,
(

2

0

)

,
(

−5

15

)

,
(

90

−30

)

.

4. Udowodnij, że jeśli uk lad AX = Y ma dwa rozwia
‘
zania, to ma ich nieskończenie wiele.

5. Znajdź M−1. Wypróbuj wszelkie znane Ci sposoby. M =




0 1 0
1 0 0
0 0 1



 ;





1 0 0
0 0 −1
0 1 0



 ;





5 5 1
1 0 0
0 0 1



 ;





1 2 3
1 0 −1
0 1 1



 ;





1 −1 2
6 0 1
3 2 1



 ;





1 a b
0 1 c
0 0 1



 ;





a 0 0
0 b 0
0 0 c



.

6. Znajdź macierz (a) rzutu (prostoka
‘
tnego) na p laszczyzne

‘
3x+ 2y− z = 0; (b) rzutu (prostoka

‘
tnego) na

prosta
‘
X = t(1, 0,−7)⊤; (c) symetrii wzgle

‘
dem prostej X = t(−1, 2, 1)⊤.

7. Napisz macierze obrotów o ka
‘
t θ wokó l osi OX i wokó l osi OY . Dla θ = π/2 oblicz z lożenia tych

obrotów w obu możliwych kolejnościach.

8. Znajdź macierz obrotu o 2π/3 wokó l prostej x = y = z. (Sa
‘
dwa takie obroty; wybierz jeden z nich.)

9. Niech F : R2 → R3 i G : R3 → R2 be
‘
da

‘
odwzorowaniami liniowymi.

a) Uzasadnij, że F nie jest na.
b) Uzasadnij, że G nie jest 1 − 1.
c) Uzasadnij, że F ◦G nie jest odwracalne.

10. Podaj przyk lady przekszta lceń liniowych F,G : R3 → R3, takich że (a) ker(F ) ⊂ Im(F ) (b) Im(G) ⊂
ker(G). Postaraj sie

‘
znaleźć zarówno nietrywialne, jak i trywialne przyk lady.

11. Podaj przyk lad przekszta lcenia liniowego F :R3 → R3, którego obraz jest p laszczyzna
‘
, ja

‘
dro jest prosta

‘
,

zaś ka
‘
t mie

‘
dzy ja

‘
drem a obrazem wynosi 60◦. (Napisz macierz takiego przekszta lcenia.)

12. O liniowych przekszta lceniach F,G,H : R3 → R3 wiadomo, że: F ◦ G ◦ H jest na, det(G) = −4,
H = F ◦G ◦ F . Udowodnij, że F jest różnowartościowe.

13. Uzasadnij, że jeśli N3 = 0, to (I + N)−1 = I −N + N2. Użyj tego wzoru by policzyć





1 2 5
0 1 7
0 0 1





−1

.

14. Czy prawdziwe sa
‘

(dla odwracalnych macierzy 3 × 3) wzory: (MN)−1 = M−1N−1, (M + N)−1 =
M−1 + N−1, det(aM) = a det(M), det(M + N) = det(M) + det(N)?

15. Uzasadnij, że dla dowolnego wektora A ∈ R3 przekszta lcenie MA zadane wzorem MA(X) = A×X jest
liniowe. Wyraź jego macierz przez wspó lrze

‘
dne wektora A.

16. W oznaczeniach poprzedniego zadania, znajdź macierz przekszta lcenia MA ◦MB −MB ◦MA (wyraź jej
wyrazy przez wspó lrze

‘
dne A, B). Przyjrzyj sie

‘
tej macierzy uważnie.

17. Oblicz wyznacznik macierzy





121 −248
−321 625
144 −91





(

321 231 123
−619 26 −17

)

.

18. Niech M,N ∈ M3×3, przy czym det(MN) 6= 0. Uzasadnij, że macierze M i N sa
‘
odwracalne.

19. Uzasadnij, że istnieje ǫ > 0, taki że jeśli macierz N spe lnia warunek: (∀i, j ∈ {1, 2, 3})(|Nij| < ǫ), to
macierz I + N jest odwracalna. Czy potrafisz podać jaka

‘
ś konkretna

‘
wartość ǫ spe lniaja

‘
ca

‘
powyższa

‘
teze

‘
(im wie

‘
ksza tym lepsza)?

20. Niech F : R3 → R3 be
‘
dzie liniowe. Uzasadnij, że jeśli ker(F ) jest jednopunktowe/prosta

‘
/p laszczy-

zna
‘
/R3, to Im(F ) jest R3/p laszczyzna

‘
/prosta

‘
/jednopunktowe, odpowiednio.

21. Niech M be
‘
dzie macierza

‘
2 × 2 o wyrazach ca lkowitych. Za lóżmy, że Mn = I dla pewnej dodatniej

liczby ca lkowitej n. Udowodnij, że M12 = I.


