
Algebra liniowa 1R, Lista 12

Wszystkie macierze których rozmiar nie jest explicite określony to macierze 3 × 3.
1. Uzasadnij naste

‘
puja

‘
ce wzory. Za lóż, że wyste

‘
puja

‘
ce w nich macierze odwrotne istnieja

‘
. a) (M−1)−1 =

M ; b) det(MNM−1) = det(N); c) (λI − M)−1 − (µI − M)−1 = (µ − λ)(µI − M)−1(λI − M)−1; d)
det(M−1) = (det(M))−1.

2. Znajdź wartości i wektory w lasne. Porównaj krotność pierwiastka wielomianu charakterystycznego z
maksymalna

‘
możliwa

‘
liczba

‘
odpowiadaja

‘
cych mu liniowo niezależnych wektorów w lasnych.





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 ;





1 1 0
0 1 0
0 0 1



 ;





1 1 0
0 1 1
0 0 1



 ;





2 0 0
0 −1 0
0 0 −1



 ;





2 0 0
0 −1 1
0 0 −1



 ;





0 1 0
−4 4 0
−2 1 2



 .

3. Znajdź wektory i wartości w lasne dla (a) obrotu o ka
‘
t θ wokó l pewnej prostej; (b) rzutu na prosta

‘
; (c)

rzutu na p laszczyzne
‘
; (d) symetrii wzgle

‘
dem prostej; (e) symetrii wzgle

‘
dem p laszczyzny. (O wszystkich

prostych i p laszczyznach o których mowa w tym zadaniu zak ladamy, że przechodza
‘
przez 0.)

4. Wektory (1,−2, 2)⊤, (−3, 0, 1)⊤, (7, 1, 0)⊤ sa
‘

wektorami w lasnymi przekszta lcenia liniowego T : R3 →
R3 o wartościach w lasnych odpowiednio −1,−3, 2. Znajdź macierz M tego przekszta lcenia.

5. Znajdź wszystkie wymierne pierwiastki wielomianów. Stwierdź też, ile maja
‘

one pierwiastków rzeczy-
wistych. (a) x3 + 5x2 + 2x− 8, (b) x3 + 5x2 + 5x + 4, (c) 2x3 − 10x2 + 7x + 3, (d) 6x3 + 7x2 − x − 2,
(e) −x3 − 7x2 + 3x + 27, (f) −x3 + 7, (g) 2x3 − (1 + 2

√
2)x2 + (

√
2 − 1)x +

√
2.

6. Napisz co najmniej trzy macierze izometrii w których pierwszym wierszem jest (3/5,
√

7/5,−3/5).

7. Macierze A i A−1 maja
‘
ca lkowite wyrazy. Co wynika sta

‘
d o det(A)?

8. Niech X,Y, Z ∈ R3 be
‘
da

‘
niezerowymi wektorami, A macierza

‘
, zaś λ, µ ∈ R dwoma różnymi liczbami,

przy czym AX = λX , AY = λY , AZ = µZ. Udowodnij, że jeśli X,Y sa
‘
lnz, to X,Y, Z sa

‘
lnz.

9. Zdiagonalizuj macierz M : znajdź wartości w lasne i baze
‘
wektorów w lasnych; zapisz M w postaci PDP−1

z diagonalnym D; znajdź nowe wspó lrze
‘
dne w których macierz M staje sie

‘
diagonalna; wyraź nowe

wspó lrze
‘
dne przez stare, a stare przez nowe. M =





1 4 −1
0 3 −5
0 0 −2



 ; M =





2 −1 2
5 −3 3
−1 0 −2



 .

10.





4 −5 2
5 −7 3
6 −9 4



 ,





7 −12 6
10 −19 10
12 −24 13



 – która z tych macierzy diagonalizuje sie
‘
, a która nie?

11. Niech cia
‘
g (an) be

‘
dzie zadany rekurencyjnie: a0 = 1, a1 = 7, a2 = −1, an+3 = 4an+2 − an+1 − 6an.

Wyprowadź jawny wzór na n-ty wyraz tego cia
‘
gu.

12. Naste
‘
puja

‘
ce przekszta lcenia sa

‘
izometriami R3; przedstaw każde z nich jako z lożenie translacji i izometrii

liniowej. Znajdź macierz cze
‘
ści liniowej. (a) odbicie wzgle

‘
dem p laszczyzny x + z = 1; (b) odbicie

wzgle
‘
dem prostej x = z = 1; (c) obrót o π/2 wokó l prostej y = z = 1 (sa

‘
dwa takie obroty; wybierz

dowolny z nich).

13. Znajdź macierz izometrii liniowej F , takiej że F ((2, 2,−1)⊤) = (0, 3, 0)⊤.

14. Znajdź macierz izometrii liniowej F , takiej że F ((2, 2,−1)⊤) = (1,−1,
√

7)⊤. Ile jest takich izometrii?

15. Ślad pewnej izometrii wynosi −3. Co to za izometria?

16. Znajdź macierz obrotu o π

6 wokó l prostej x = −y = z

3 , w która
‘
kolwiek strone

‘
. Naste

‘
pnie wyt lumacz

komuś w która
‘
strone

‘
obraca leś.

17. Znajdź macierz z lożenia obrotu prawoskre
‘
tnego wokó l prostej X = t(2, 1, 2)⊤ o ka

‘
t π

4 ( przekszta lcenia
R(2,1,2)⊤,

π

4

) i odbicia w p laszczyźnie prostopad lej do osi tego obrotu.

18. Niech A be
‘
dzie liniowa

‘
izometria

‘
R3 zmieniaja

‘
ca

‘
orientacje

‘
, taka

‘
że liczba 1 jest jej wartościa

‘
w lasna

‘
.

Uzasadnij, że A jest odbiciem wzgle
‘
dem pewnej p laszczyzny.

19. Za lóżmy, że macierz A ma 3 różne wartości w lasne, i że AB = BA. Uzasadnij, że macierz B jest
diagonalizowalna.

20. Jak może wygla
‘
dać zbiór wszystkich wartości w lasnych liniowej izometrii R3? Opisz wszystkie możli-

wości. Uwzgle
‘
dnij zespolone wartości w lasne.

21. Udowodnij, że każda zachowuja
‘
ca 0 izometria R3 jest liniowa. [Robi sie

‘
to podobnie jak dla R2.]

22. Uzasadnij, że każda izometria R3 jest z lożeniem co najwyżej czterech odbić (w p laszczyznach).

23. Które macierze 2 × 2 daja
‘

sie
‘

rozszerzyć do macierzy izometrii rozmiaru 3 × 3? Spróbuj sformu lować
różne warunki konieczne i różne warunki dostateczne.


