Algebra liniowa 1R, lista 14

Uwaga: PODWOJNA PROMOCJA! Kazde zadanie na tej liscie ma podwojona warto$¢. Ponadto za zadanie
domowe z tej listy mozna dostaé¢ az 2 punkty!

1. Uzasadnij, ze jesli macierz A € M3y 3(R) ma nierzeczywista warto$¢ wlasna, to A diagonalizuje sie (nad C).

10.

11.

. Podaj przyklad paraboloidy hiperbolicznej i lezacej na niej prostej.

. Sprowadz ponizsze powierzchnie do postaci kanonicznej: napisz macierz odpowiedniej formy kwadratowe;j;

znajdz wartosci wlasne i baze ortonormalna wektorow wlasnych; napisz posta¢ kanoniczng réownania i
macierze P i P! wiazace wspélrzedne z,y, z ze wspdlrzednymi 2,4, 2’ w ktérych postaé¢ réwnania jest
kanoniczna. Zidentyfikuj powierzchnie, naszkicuj ja na tle uktadu wspétrzednych z'y’2’. Odcezytaj z postaci
kanonicznej réwnania jej wlasnosci geometryczne (dlugosci pélosi, symetrie obrotowa lub jej brak, od-
legto$é miedzy powlokami, katy pélrozwarcia stozka asymptotycznego itp.). Opisz tez polozenie powierzchni
wzgledem ukladu ayz (podajac kierunki pélosi, osi symetrii obrotowej lub osi stozka asymptotycznego itp.).

(a) 2% — 5y? + 2% + day + 222 + dyz = 3, (f) —2zz+y> =1,

(e) 112% + 4xy — 1622 + 2y% + 20yz + 522 = 9, (g) 52% — 22y — 2wz + 5y — 2yz + 522 = 3,
Polecenie jak w poprzednim zadaniu, ale dla powierzchni:

(c) 2% —4y? —4yz — 22 =0, (h) 2% + y2 + 522 — 62y — 222 + 22y = 0,

(d) 622 + 5y? + 72? — 4wy + 4wz = 0, (j) 222 — 8xy + 8y? + 12wz — 24yz + 1822 = 1.

. Dla ponizszych wielomianéw znajdz liczbe pierwiastkéw dodatnich i liczbe pierwiastkéw ujemnych (i stwierdz

czy 0 jest pierwiastkiem). Okresl tez krotnosci pierwiastkéw. (Wsk. Zrézniczkuj wielomian; znajdz jego
ekstrema, przedzialy monotonicznosci, wartosci wielomianu na koricach tych przedzialéw i warto$é¢ w 0.
Czesto zamiast tej procedury wystarczy policzy¢é wartosci w kilku sprytnie zgadnietych punktach.) (a)
—x3 +72% + 22 — 1, (b) 23 — 42® + 172 — 1, (c) 2® + 3z, (d) 2® + 22 — 8x — 12, (e) 23 + 222 — x + 2, (f)
23+ 2% + 2+ 3.

. Zidentyfikuj powierzchnie (np. jako elipsoide, pare plaszczyzn itp.), nie znajdujac dokladnych wartosci

wspolczynnikéw postaci kanonicznej a jedynie okreslajac ich znaki.

(a) 2% — 22y + 2y% + 4wz + 322 =1,

(b) 22 — 2xy + 222 + dyz + 322 = 0,

(c) 22 + 2wy + 2y + 222 + 2yz + 422 = 1,

(d) —222 + 2xy + y? + 222 + 6yx — 222 = 1.

Zalézmy, ze macierze A, B € M3yx3(R) maja obie wielomian charakterystyczny (3 — x)(5 — z)?, ale zadna z
nich nie diagonalizuje sie. Wykaz, ze istnieje odwracalna macierz P € M3x3(R), taka ze A = PBP~!.

. Sprowadz do postaci Jordana:

1 -3 4 4 -5 7 0 1 0
4 -7 8|; 1 -4 9]; o o 1
6 -7 7 —4 0 5 1 -3 3

. Niech @ bedzie forma kwadratowa na R?, zag F : R® — R? przeksztalceniem liniowym. (a) Sprawdz, ze

Q o F jest forma kwadratowa na R3. (b) Pokaz, ze 0 jest jednym ze wspélezynnikéw w postaci kanonicznej
formy Q o F.

Dla kilku z ponizszych powierzchni: znajdz posta¢ kanoniczna réwnania; nazwij powierzchnie; znajdz
prostokatny (niekoniecznie liniowy) uklad wspéhrzednych X', w ktérym réwnanie powierzchni jest kanon-
iczne, tzn. wyznacz macierz izometrii P i wektor T, takie ze X’ = PTX + T'; naszkicuj powierzchnie w
uktadzie X’; okresl polozenie powierzchni na tle standardowego uktadu (zdaniami typu: ¢ osig symetrii
obrotowej rozpatrywanej hiperboloidy jest prosta X = (1,2,3)7 +¢(3,4,5)"")

(a) 22 + 22y +y? — 22+ 22— 1 =0, (d) 22y + 2yz+ 2z + 20+ 2y + 22 + 1 = 0,
(b) 42?2 —y? — 22 + 322 — 122+ 44 =10, (e) 322 +3y> +322 — 22y —2yz — 220 — 20 — 2y — 22 — 1 = 0,
(c) 22 = 2xy, (f) 42% + y? + 422 — 4oy — 8x2 + 4yz — 28z + 2y + 162 + 45 = 0,

(g) 422 + 4y? — 822 — 102y + 4oz + dyz — 162 — 16y + 102 — 2 = 0.
Pokaz na przykladach, ze przekréj stozka x2 +y? — 22 = 0 i plaszczyzny moze by¢ elipsa, hiperbola, parabola.
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A1 0
13. Wyprowadz wzérna | 0 A 1
0 0 X

14. Udowodnij, ze det(e?) = (4 (dla A € M3x3(C)).



