
Algebra liniowa 1R, Lista 10

1. Zauważ, że jeśli pewne dwa spośród wektorów X1, . . . , Xl sa
‘
równe, to X1, . . . , Xl sa

‘
lz.

2. Sprawdź na możliwie wiele różnych sposobów czy naste
‘
puja

‘
ce uk lady wektorów sa

‘
liniowo niezależne:

(a) (1, 1, 0)⊤, (0, 1, 1)⊤, (1, 0, 1)⊤; (b) (1, 0, 1)⊤, (0, 1, 0)⊤; (c) (1, 2,−3)⊤, (−1,−1, 2)⊤, (3,−2,−1)⊤.

3. Udowodnij wszelkie sformu lowane ale nieudowodnione na wyk ladzie rachunkowe w lasności wyznacznika.

4. Wylicz wzór det(M) = det(M⊤) (dla macierzy 3 × 3).

5. Oblicz wyznaczniki:
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6. Niech k < l. Uzasadnij, że (a) jeśli X1, . . . , Xl sa
‘
lnz, to X1, . . . , Xk sa

‘
lnz; (b) jeśli X1, . . . , Xk sa

‘
lz, to

X1, . . . , Xl sa
‘
lz.

7. Udowodnij, że dowolne 4 wektory w R3 sa
‘
lz.

8. Które z naste
‘
puja

‘
cych warunków sa

‘
równoważne liniowej niezależności wektorów X1, X2, X3 ∈ R3?

Podaj dowód równoważności lub kontrprzyk lad.
a) żadne dwa spośród X1, X2, X3 nie sa

‘
wspó lliniowe.

b) X1 nie jest kombinacja
‘
liniowa

‘
X2, X3; X2 nie jest kombinacja

‘
liniowa

‘
X1, X3; ponadto X3 6= 0.

9. Udowodnij, że jeśli X ⊥ Y ⊥ Z ⊥ X oraz X,Y, Z 6= 0, to X,Y, Z sa
‘
lnz.

10. Przedstaw pierwszy z podanych wektorów w postaci kombinacji liniowej pozosta lych (lub stwierdź, że
sie

‘
nie da):
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11. O wektorze U wiadomo, że: (1) jest wektorem wodza
‘
cym punktu leża

‘
cego na p laszczyźnie x−y+2z+3 =

0, (2) jest prostopad ly do wektora W = (1, 0,−3)⊤, (3) równoleg lościan zbudowany na wektorach U ,
W , (−2,−1, 1)⊤ ma obje

‘
tość 72. Znajdź U .

12. Oblicz odleg lość punktu (1, 2, 3)⊤ od (a) prostej x−1

3
= 2y+4

3
= z+1

1
; (b) p laszczyzny 2x − y + 2 = 5.

Użyj geometrycznej interpretacji iloczynu wektorowego / wyznacznika.

13. Rozwia
‘
ż poniższe uk lady swoim ulubionym sposobem, jak również używaja

‘
c wzorów Cramera.

(a)

{ 2x + y + z = 3
x + 2y + z = 0
x + y + 2z = 9

(b)

{

x + y + z = 6
−x + y + z = 0
x− y + z = 2

(c)

{ 2x− y − z = 4
3x + 4y − 2z = 11
3x− 2y + 4z = 11

14. Wyznacz wielomian f(x) drugiego stopnia, taki że f(1) = 8, f(−1) = 2, f(2) = 14.

15. Sprawdź, że det(A + B,B + C,C + A) = 2 det(A,B,C), (x− y)(y − z)(z − x) =
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16. Sprawdź, czy podane uk lady wektorów sa

‘
dodatnio czy ujemnie zorientowane:

(a) (1, 6, 3)⊤, (−1, 0, 2)⊤, (2, 1, 1)⊤ (b) (1, 6, 3)⊤, (2,−1, 1)⊤, (−1, 7, 2)⊤

17. Uzasadnij, że jeśli uk lad A, B, C jest dodatnio zorientowany, to również uk lady −A, −B, C; A+B, B,
C sa

‘
dodatnio zorientowane.

18. Jaka jest najwie
‘
ksza możliwa wartość wyznacznika 3 × 3, którego każdy wyraz jest równy 0 lub 1?

19. Za lóżmy, że każdy wyraz pewnego wyznacznika 3 × 3 jest co do modu lu nie wie
‘
kszy niż 1. Udowodnij,

że wartość tego wyznacznika jest < 6. Czy potrafisz wzmocnić ta
‘
nierówność?

20. Niech Ψ : R3 → R be
‘
dzie odwzorowaniem liniowym. Pokaż że istnieje wektor A ∈ R3 (zależa

‘
cy od Ψ),

taki że Ψ(X) = 〈X,A〉.

21. Za lóżmy, że Φ : R3 ×R3 → R jest 2-liniowa i antysymetryczna. Udowodnij, że istnieje wektor V ∈ R3

(zależa
‘
cy od Φ), taki że dla wszystkich X,Y ∈ R3 zachodzi Φ(X,Y ) = 〈X × Y, V 〉.

22. Czy da sie
‘

zrzutować (prostopadle) sześcian na prosta
‘
tak, by rzuty wierzcho lków podzieli ly te

‘
prosta

‘
na 7 odcinków równej d lugości (i dwie pó lproste)?


