Algebra liniowa 1R, lista 13

. Zalézmy, ze A € Msx3(R) jest symetryczna, AX = AX, AY = Y, (X,Y) # 0. Udowodnij, ze wtedy kazda

liniowa kombinacja wektoréw X i Y jest wektorem wiasnym A.

2. Napisz forme kwadratowa Q na R, taka ze Q((1,2,3)") = —7.

3. Niech Q((z,y,2)") = 2y + yz + 2zz. Wskaz wektor U, taki ze: (a) Q(U) = 1; (b
4. Naszkicuj powierzchnie: 22 =0, 2244y +422 =0, 22+22=0, 22+22=1, 22 —-¢y> =0,
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v —22=-1, 2+ +22=0, —2®+y +22=1, z-y*=0.

. Podaj przyklad réwnania stopnia 2 trzech zmiennych ktérego zbiér rozwiazan jest prosta, w R3.

. Zmajdz macierz zlozenia obrotu prawoskretnego wokét prostej X = #(2,1,2)" o kat T ( przeksztalcenia

R(Q’LQ)T&) i odbicia w plaszczyznie prostopadlej do osi tego obrotu.

. Niech A bedzie liniows izometria R? zmieniajaca orientacje, taka ze liczba 1 jest jej wartoscia wlasna.

Uzasadnij, ze A jest odbiciem wzgledem pewnej plaszczyzny.

1 2 1 -1
. Zmajdz symetryczng macierz A € M3y 3(R), takaze A| 1 | =2 |, A -2 | =| 2 |, aliczba 3 jest
1 2 1 -1

wartoscia wlasna A.

. Zmajdz symetryczna macierz A € Mz 3(R), taka ze xa(z) = 202 —22, a kazdy wektor plaszczyzny 2x+y+z =

0 jest wektorem wlasnym A.

Podaj przyklad macierzy symetrycznej A € Msy3(R), takiej ze wektory (1,—1,0)T, (0,1,—1)" i (1,0, —1)T
sa jej wektorami wlasnymi, a wektor (1,2,3)7 nie jest jej wektorem wiasnym.

Podaj przyklad macierzy symetrycznej S rozmiaru 3 x 3 oraz jej trzech liniowo niezaleznych wektordw
wtasnych, z ktérych zadne dwa nie sa prostopadte.

Zatézmy, ze X jest wektorem wiasnym macierzy A € M3y 3(R) spelniajacej warunek AT = I — A. Udowodnij,
zejesliY L X, to AY 1L X.

Udowodnij, ze jedli liniowo niezalezne wektory X,Y € R3? sa wektorami wlasnymi macierzy symetryczne;
A € Msy3(R), to réwniez wektor X x Y jest wektorem wlasnym tej macierzy.

Podaj przyktad formy kwadratowej Q na R3, takiej ze Q(E1), Q(Es), Q(FE3) > 0, ale dla pewnego U € R3
mamy Q(U) < 0.

Niech @Q bedzie forma kwadratowa na R?, zag U,V € R3 beda takie, ze Q(U) = —Q(V) = 1. Udowodnij, ze
istnieje nieskonczenie wiele wektoréw W € R3, takich ze Q(W) = 0.

Wiadomo, ze powierzchnia stopnia 2 zadana réwnaniem az? 4 2bxy + 2cxz + dy? + 2eyz + f2% 4+ g = 0 moze
by¢ elipsoida, hiperboloida, jednopowlokowa, hiperboloida, dwupowlokowa, ... Uzupelnij te liste rozwazajac
wszystkie mozliwe postacie kanoniczne powyzszego rownania. Uwzglednij takze przypadki zdegenerowane,
jak np. punkt.

Przedstaw elipsoide o dlugosciach pélosi a, b, ¢ jako obraz sfery x2 + y? + 22 = 1 przez odpowiednie przek-
sztalcenie liniowe R3. Znajac wzdér na objetoéé kuli i wiedzac jak zmienia sie objetoéé pod wplywem przek-
sztalcenia liniowego oblicz objetos¢ obszaru ograniczonego ta, elipsoida,.

Oblicz objetosé obszaru ograniczonego elipsoida, x2 + 232 + 522 + 2zy + 4yz = 1.

Zatézmy, ze F:R3 — R3 jest przeksztalceniem liniowym ktére diagonalizuje sie w bazie (X,Y,Z), i ze ma
ono trzy rézne wartosci wlasne. Udowodnij, ze kazdy wektor wlasny F jest skalarna krotnoscia wektora X,
Y lub Z.

Uzasadnij, ze dla dowolnej elipsoidy istnieje plaszczyzna, taka ze ich przekrdj jest okregiem.



