Algebra liniowa 1R, Lista 4

. Uzasadnij réwnoéci: det(M~'NM) = det(N), tr(MN) = tr(NM), tr(M + N) = tr(M) + tr(N),

tr(M~INM) = tr(N) (M, N, P sa macierzami, t € R).
. i) ma (a) zero, (b) jedna, (c¢) dwie wartosci wlasne.

Znajdz wielomian charakterystyczny, warto$ci wlasne i wektory wlasne macierzy
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Policz M~ dla nastepujacych macierzy M: (_1 1), (2 1 ), (7 1), (0 3>, (0 4>~

Dla jakich wartosci parametru ¢ macierz <
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Rozwiaz podane réwnania macierzowe postugujac sie macierzami odwrotnymi:

(1 5)u=G) o) (h )-63)

Sprawdz, ze jedyna wartoscia wlasng macierzy (8 g) jest 5. To samo zréb dla macierzy <8 é)

Sprawdz, ze jedna z tych macierzy diagonalizuje sie, a druga nie.

i g) w postaci PDP~!, gdzie D jest macierza diagonalna. Zastosuj te

postaé¢ do obliczenia 6-tej potegi macierzy M.

Przedstaw macierz M = (

Znajdz macierz przeksztalcenia liniowego, dla ktérego () jest wektorem wlasnym o wartosci wlasnej
f%, zas G) jest wektorem wtasnym o wartoéci wlasnej 1.

Podaj przyklad liniowego przeksztalcenia plaszczyzny, ktére zachowuje pole, zmienia orientacje i ma
wartos¢ wlasna, 7.

Ktére z ponizszych przeksztalcen diagonalizujg sie? Dla tych ktére diagonalizuja sie, znajdz wartosci
wlasne oraz baze wektoréw wlasnych. (Wsk.: Rozwiazuj to zadanie geometrycznie, bez odwolywania
sie do macierzy)

(a) Ry, (b) S¢ (¢ — pewna prosta przechodzaca przez O), (c) J,, (d) Py.

. . . . . b . ;. s .
Napisz warunek na liczby a, b, ¢, d gwarantujacy, ze macierz (Z d) ma dwie rézne wartosci wlasne.

Niech A = PMP~!. Uzasadnij, ze wielomiany charakterystyczne macierzy A oraz M sa réwne (wsk.:
mozna to zrobi¢ odwolujac sie do wzoréw z éwiczenia 1). Wywnioskuj, ze jesli macierz M ma dwie
rézne wartosci wlasne A, p, to det(M) = Ay, tr(M) = A + u. Czy zalozenie A # p jest istotne?

Zalézmy, ze przeksztalcenie liniowe E spelnia warunek £ o E = E. Jakie wartosci wlasne moze mie¢ to
przeksztalcenie? Czy koniecznie musi by¢ przeksztalceniem zerowym lub identyczno$ciowym?

Uzasadnij, ze jesli A = PDP~! (gdzie D jest diagonalna), to kolumny P sa wektorami wiasnymi A.

Zalézmy, ze wektory U, W € R? sa Inz, zaé macierz A spelia warunki AU = 5U +4W, AW = 3U +2W.
Udowodnij, ze istnieje odwracalna macierz P, taka ze A = P(i g)P’l. Uogolnij.

16.

17.

18.

19.

20.

Zatézmy, ze det(F — x - Id) ma podwdjny pierwiastek A\, mimo ze F nie jest jednokladnoscia. Udowodnij,
ze istnieja liniowo niezalezne wektory U, W, takie ze F(U) = AU, F(W) = U + AW. Czy macierz F di-
agonalizuje sie? Jesli nie, to czy potrafisz wskaza¢ dla niej jaki§ substytut diagonalizacji? (Wsk. zad. 15)
Udowodnij prawdziwosé¢ zdania (VA € Maya(R))((3A, 1 € R)(IP € Maya(R))(A = P(J))P7!)

(GreRYA= (1) V (Ba,be R)(a#bAdet(A—al) =0 Adet(A — bI) = 0))).

Niech M = le _12>, za$ U niech bedzie dowolnym wektorem. Zbadaj jak szybko ros$nie dlugosé
wektora M™U gdy n dazy do nieskoriczonosci. (Uzasadnij, ze istnieje stala C zalezna (jak?) od wektora
U, taka ze granica lim, 4o Hl\éinUH jest liczba dodatnia.)
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we wspolrzednych zwiazanych z bazg ((?), (g))
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Przeksztalcenie liniowe F' ma macierz ( ) Wyznacz macierz opisujaca dzialanie tego przeksztalcenia

Niech F' bedzie liniowym przeksztalceniem plaszczyzny, takim ze det F' = 2. Udowodnij, ze istnieje
wektor U € R?, taki ze ||U]| = 1, ||F?°(U)|| > 1000.



