1.

Powierzchnie Riemanna. Lista 0

Ta lista dotyczy analizy zespolonej i jest po czesci przypomnieniowa.
Niech f € O(U) bedzie funkcja holomorficzng na otwartym U C C.
a) Uzasadnij, ze zbidr f[U] jest otwarty.
b) Uzasadnij, ze jedli f jest réznowartoéciowa, to f~1: f[U] — U tez jest holomorficzna.

Sfere Riemanna C definiujemy jako jednopunktowe uzwarcenie C: C = C U {c0}. (Przykladowa baza

otoczen punktu co: (C\ B(0,n) U {oo} |n=1,2,...).)

Funkcje zespolona f okreslona na otwartym podzbiorze U C C do ktérego nalezy oo nazywamy holo-

morficzna, jesli jest holomorficzna w kazdym punkcie U N C oraz jesli z — f(1/z) jest holomorficzna w
pewnym otoczeniu zera (1/0 = 00).

Odwzorowanie f:U — C okreélone na otwartym podzbiorze U C C nazywamy holomorficznym, jesli

jest funkcja holomorficzna w kazdym punkcie U N f~1[C] oraz jedli z — 1/f(z) jest funkcja holomorficzna
w otoczeniu kazdego punktu f~*(oc0) (gdzie 1/00 = 0).
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Uzasadnij, ze kazda holomorficzna funkcja f :C — C jest stala. Podaj przyktady niestalych holomor-
ficznych f: C — C.

Uzasadnij, ze jeéli f:U — C jest niestaly funkcja holomorficzna okreglong na obszarze U C C, to
obciecie f do U N f~1[C] jest funkcja meromorficzna.

Uzasadnij, ze jedli f: C — C jest holomorficzna bijekcja, to f~! jest funkcja holomorficzna.
O bijekcji holomorficznej w obie strony méwimy, ze jest biholomorfizmem.
Biholomorfizmy D.

Niech D ={z € C | |2| < 1}.

(Lemat Schwarza) Jesli holomorficzna f: D — D spelnia f(0) = 0, to

a) |f(2)] < [zl;

b) [f(0)] < 1;

c) jezeli |f'(0)] =1, to f(z) = az dla pewnego a € C, |a| = 1.
Napisz jawnym (homograficznym) wzorem biholomorfizm g:D — D przeksztalcajacy zadana liczbe
we D wO.

Udowodnij, ze kazdy biholomorfizm D jest zadany wzorem homograficznym; opisz ten wzér mozliwie
jawnie. (Wsk. rozpatrz zlozenie biholomorfizmu f z odwzorowaniem z poprzedniego zadania — dla

w = f(0).)
Biholomorfizmy C.

Niech A :b (gs) bedzie odwracalng macierza zespolona 2 x 2 (A € GL(2,C)), za$ z € C. Okredlmy
Az = 9ztb,
cz+d

a) Zinterpretuj odwzorowanie z — A.z jako biholomorfizm C. o
b) Uzasadnij, ze w ten sposob okreslone zostalo dzialanie grupy GL(2, C) na C.

Oznaczmy przez 14 biholomorfizm C rozszerzajacy odwzorowanie z — A.z.

Uzasadnij, ze dla dowolonych trzech z,u,w € C istnieje A € GL(2,C), taka ze A.z = 0, A.u = 1 oraz
Aw = 0.
Niech f:C — C bedzie biholomorfizmem.
a) Uzasadnij, ze istnieje A € GL(2, C), taka ze g = 1b4 o f spelnia g(0) = 0, g(1) =1, g(o0) = 0.
b) Uzasadnij, ze funkcja C 3 z — g(2)/z jest (po stosownym uzupelnieniu w zerze) holomorficzna i
ograniczona.
c¢) Uzasadnij, ze f jest postaci ¥p dla pewnego B € GL(2,C).

Biholomorfizmy C.

Uzasadnij, ze kazdy biholomorfizm C rozszerza sie do biholomorfizmu C. Wywnioskuj stad, ze jest on
postaci z — az + b dla pewnych b € C, a € C\ {0}.



