Powierzchnie Riemanna. Lista 1

Przy uzyciu zespolonych kartek, kleju i nozyczek sporzadz wygodna dziedzine dla
funkeji 1/2(22 — 1)(22 — 4).

Przy uzyciu zespolonych kartek, kleju i nozyczek sporzadz wygodna dziedzine dla
funkeji /(22 — 1)(22 — 4)(22 +9).

Niech p(z,y) € C[z,y] bedzie nierozkladalny. Udowodnij, ze skoficzony jest zbiér

{(z,y) € C*| p(z,y) = py(z,y) = 0}.

4. Sprawdz, czy podzbiér C? opisany réwnaniem y? = sin x jest powierzchnia Riemanna.

5. Niech p(z,y,z) € Clz,y, 2] bedzie wielomianem jednorodnym. Zalézmy, ze uktad

10.

Pz = py = p. = 0 ma jedyne rozwiagzanie — punkt (0,0,0). Udowodnij, ze wtedy
réwnanie p = 0 definiuje powierzchnie Riemanna w CP?2.

Udowodnij, ze powierzchnia Riemanna w CP? zadana réwnaniem y? = zz jest izomor-
ficzna (tj. biholomorficzna) ze sfera Riemanna C.

Na ptaszczyznie R? = C dana jest pewna skoriczona rodzina roztacznych tréjkatéow.
Zbior wszystkich bokéw tych tréjkatéw podzielono na pary, przy czym okazalo sie,
ze jeSli boki sa w parze, to sa tej samej dlugosci. Dla kazdej z par bokéw {e, e’}
tego podzialu wybrano zachowujaca orientacje¢ izometrie¢ F, . przeksztalcajaca e na
e¢/; okazalo sig, ze obraz przez F, . tréjkata, ktérego bokiem jest e, jest roztaczny
z wnetrzem trdjkata, ktorego bokiem jest e’. Rozpatrzmy na sumie danej rodziny
trojkatow relacje nastepujaca: punkty p, ¢ sa w relacji, jesli istnieje para bokow
{e, €’} naszego podzialu, taka ze p € e, ¢ € €’ oraz F. ./(p) = q.

a) Uzasadnij, ze X — iloraz sumy danej rodziny tréjkatow przez tranzytywne domk-
niecie opisanej relacji — jest zwartg przestrzenia Hausdorffa lokalnie homeomor-
ficzng z R2.

b) Zadaj na ¥ strukture powierzchni Riemanna tak, by wlozenie wnetrza kazdego
trojkata naszej rodziny w X bylo holomorficzne.

V2 o1

. Niech A = ( 1 \/§> WprowadZmy na (otwartym jednostkowym) dysku D relacje

réwnowaznosci: 2z ~ w <= (Jk € Z)(z = AF.w). Wprowadz na ilorazie D/ ~
strukture powierzchni Riemanna.

Sprawdz szczegdly konstrukcji przestrzeni kietkow Og. Przekonaj sie, ze

a) zbiory O(U, f) ={f_ |z € U} tworza baze pewnej topologii;

b) ta topologia jest Hausdorffa;

c) rzut O(U, f) 3 f_ + z € U jest homeomorfizmem;

d) takie rzuty zadaja na Og¢ strukture powierzchni Riemanna;

e) funkcja Oc 3 f_— f(2) € C jest holomorficzna.
(Zréb to zadanie, jesli umiesz troche topologii algebraicznej.) Niech A i A’ beda
dwoma kratami w C. Zalézmy, ze torusy C/A i C/A’ sa biholomorficzne. Udowodnij,
ze kraty A i A’ sa homotetyczne, tzn. ze istnieje niezerowa A € C, taka ze A’ = - A.
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11. (Zréb to zadanie, jesli zrobites poprzednie i nie potrafisz si¢ zatrzymac.) Niech M
bedzie ilorazem M = {z € C | |z| > 1,-1/2 < Re(z) < 1/2,Im(z) > 0} przez relacje
sklejajaca symetryczne wzgledem osi urojonej punkty brzegu tego zbioru.

a) Udowodnij, ze kazda krata A w C jest homotetyczna z kratg postaci A, = Z-1+

Z - 7 dla pewnego 7 € M. .

b) Udowodnij, ze jesli dla 7,7’ € M kraty A,, A, sa homotetyczne, to 7 i 7’ definiuja
ten sam punkt w M.

c¢) Na jednopunktowym uzwarceniu M przestrzeni M sprébuj zadaé strukture po-

wierzchni Riemanna, tak by wtozenie int(M) — M bylo holomorficzne.



