Powierzchnie Riemanna. Lista 2

. Udowodnij, ze wielomian p(z,y) € C|x,y] nie ma w C? izolowanych zer.

2. Niech m: E — B bedzie nakryciem. Zalézmy, ze B jest drogowo spdjna. Udowod-

nij, ze krotno$é nakrycia 7 jest dobrze okreslona, tzn. ze dla dowolnych b,b" € B
przeciwobrazy 7~ 1(b), 771 (b') sa réwnoliczne.

. Niech f:3; — 35 bedzie niestalym holomorficznym odwzorowaniem spdjnych po-
wierzchni Riemanna; niech f(p) = ¢. Udowodnij, ze mozna dobra¢ mapy: ¢ na
otoczeniu p i 1) na otoczeniu g, tak by ¢(p) = 0, ¥(q) =0 oraz o fop liz s 2F —
dla pewnego catkowitego dodatniego k. Uzasadnij, ze cho¢ mapy speiniajace zadany
warunek mozna wybiera¢ roznie, to otrzymany wyktadnik k zawsze wychodzi taki
sam. (Nazywamy go krotnoscig f w punkcie p i oznaczamy k,.)

. Niech f:¥; — 35 bedzie niestalym holomorficznym odwzorowaniem zwartych spéj-
nych powierzchni Riemanna.
a) Udowodnij, ze punktéw X7 w ktérych f ma krotno$é > 1 jest skoriczenie wiele.
(Takie punkty nazywamy punktami krytycznymi/rozgatezienia/ramifikacji.)
b) Niech C' bedzie zbiorem punktéw krytycznych f. Udowodnij, ze ograniczenie
3\ fHF(C) = 22\ £(C) jest nakryciem.
¢) Udowodnij, ze dla kazdego ¢ € X3 suma _ f-1(q) kp wychodzi taka sama.
(Nazywamy ja stopniem odwzorowania f.)

. Zalézmy, ze f jest zwarta powierzchnia Riemanna, zas f funkcja meromorficzna na >
ktora ma tylko jeden biegun, i to w dodatku biegun rzedu 1. Udowodnij, ze X jest
biholomorficzna z C.

. Niech B* = {z € C | 0 < |z| < 1}. Niech m: E — B* bedzie k-krotnym nakryciem.
Zalézmy, ze E jest spéjna. Udowodnij, ze wtedy istnieje homeomorfizm f: E — B*,
taki ze dla kazdego e € E zachodzi 7(e) = f(e)*.

. Udowodnij, ze jedli 2™ +b12" "1 +...4+b, = 0, to |z| < 2maxy, |bg|"/*. Alternatywnie,
znajdz jakie$ inne szacowanie pierwiastka w terminach wspotczynnikow pozwalajace
osiagnac¢ nastepujacy wniosek: jesli z oraz wszystkie by sa funkcjami holomorficznymi
parametru w € B(0,¢) \ {0}, przy czym kazda z funkcji by ma w zerze biegun
lub przedtuza sie tam holomorficznie, to réwniez funkcja z ma w zerze biegun lub
przedtuza si¢ tam holomorficznie.

. Przeanalizuj szczegdltowo strukture powierzchni Riemanna 3 (p) wielomianu
p(z,y) = 2y* — 2y — 20 + 3z.

(Wyznacz zbiér S C C, opisz miejsca dodawania punktéw i krotnosci rzutu : X(p) —
C w dodanych punktach, zbadaj holomorficzno$é / rzad bieguna funkcji y w dodanych
punktach.)
. Niech S C C bedzie skoficzonym podzbiorem. Zatézmy, ze m:Reg — C \ S jest
nakryciem skonczonej krotnosci. Skonstruuj zwarta powierzchnie Riemanna ¥ i wlo-
zenie (: Reg — 3, tak by

a) zbior 3 \ ¢(Reg) byl skoniczony;

b) funkcja 7 o +~! rozszerzala si¢ do holomorficznego odwzorowania ¥ — C.



