Powierzchnie Riemanna. Lista 3

Y. to powierzchnia Riemanna — spdjna, bez brzegu, niekoniecznie zamknigta.

1. (Rozklad jedynki - dla chetnych) Zalézmy, ze zwarty podzbiér K C ¥ jest zawarty w
sumie skonczenie wielu zbioréw otwartych U;. Pokaz, ze istnieja funkcje x; € C°(U;)
ktérych suma ) x; jest réwna 1 na calym K.

2. Sprawdz, ze wzor d( fdx + gdy) = (9. — fy)dx A dy okresla rézniczke 1-formy w sposéb
niezalezny od wyboru mapowego uktadu wspotrzednych.

3. Sprawdz, ze jeéli a = fdx + gdy € QL(R?), to

/ da = 0; / da :/ Q.
R2 R Rx {0}

(Oznaczenie: RA = {(z,y) € R? | y > 0}.) Uzywajac liniowosci calki i rozkladu
jedynki wywnioskuj stad tw. Stokesa (dwuwymiarowe).

4. Wylicz H'(S* x R).

5. Niech a € Q}(X) bedzie zamknieta (tj. da = 0). Niech B bedzie otwartym dyskiem
w X, za§ D domknietym dyskiem zawartym w B (np. B = ¢ 1(B(0,1)), D =
0 1(D(0,1/2)) dla pewnej mapy ¢). Uzasadnij, ze istnieje funkcja f € C°(B),
taka ze forma a — df jest zerowa na D.
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Niech Y5 oznacza powierzchnie genusu 2 (precla z dwoma dziurami). Mozna ja wyt-
worzy¢ biorac dwa torusy (77, T»), wycinajac z kazdego z nich dziure (maly domkniety
dysk Dy, D), a nastepnie doklejajac do nich cylinder S' x R — jednym koricem do jed-
nego, drugim do drugiego dziurawego torusa. Po doklejeniu cylinder ma wspolny otwarty
annulus A; z dziurawym torusem T \ Di, oraz wspllny otwarty annulus As (roztaczny z
A1) z dziurawym torusem T3 \ Ds.

6. Postaw hipoteze: narysuj na Yo cztery krzywe: v1, v2 (w T1), v3, va (w T3), tak by

odwzorowanie
P:H'Y(Z5) 3 [a] = (/ a,/ a,/ a,/ a) cR?
Y1 Y2 Y3 Y4

miato szanse by¢ izomorfizmem.

7. Pokaz, ze P jest epimorfizmem. (Wsk. wez forme typu “df” na Tj, zastosuj do niej
zadanie 5 i rozszerz zerem na Xs.)
8. Pokaz, ze P jest monomorfizmem. Niech o € Q(23), da = 0.
a) odejmij od a forme df o nosniku w cylindrze, tak by  := a — df miata noénik
zawarty w sumie dziurawych torusow.
b) Przedtuz § (zerem) do pary form: 8, € QY(T1), B2 € QN (Th).
c¢) Uzasadnij, ze 1 = dg1, B2 = dge dla odpowiednich funkcji g1, g2.
d) Uzywajac g1, g2 zbuduj funkcje g na X, tak by 5 = dg.

9. Policz H! dla powierzchni genusu g (precla z g dziurami).
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Udowodnij, ze jesli 0 # [a] € HY(X), to istnieje w X petla ~, taka ze f,y a # 0.

Niech F: ¥ — ¥/ bedzie holomorficznym odwzorowaniem powierzchni Riemanna (sp6j-
nych i zwartych).

a) Zdefiniuj odwzorowanie cofajace formy: F*: Q(¥') — Q4(X) (dlai=0,1,2).

b) Sprawdz, ze dla o € QY (X') zachodzi F*(da) = d(F*a).

c) Uzasadnij, ze F* indukuje dobrze okreslone liniowe odwzorowanie na kohomolo-
giach: F*: H'(Y') — HY().

d) Wiadomo, ze odwzorowania [: H*(X) — R, [5,: H*(X') — R sg izomorfizmami.
Udowodnij ze odwzorowanie F*: H?(X') — H?(X), ogladane przez pryzmat tych
izomorfizméw, jest mnozeniem przez stopien F.

Udowodnij, ze H?(R?) = 0.

Wylicz kohomologie R? z usunieta skofczona liczbg punktéw.



