10.

Powierzchnie Riemanna. Lista 4
Y. to powierzchnia Riemanna — spdjna, bez brzegu, niekoniecznie zamknigta.

Udowodnij, ze na T, istnieje jedyna struktura zespolona J:V — V, taka ze:
f:3 — C jest holomorficzna w p <= df,: (1%, J) — C jest C-liniowa.
(Wsk. zadaj J uzywajac mapy; z jedynosci wywnioskuj niezalezno$é od wyboru mapy.)

. Zalézmy, ze na otoczeniu p € ¥ mamy dwie rézne mapy, zadajace dwie rézne lokalne

wspotrzedne zespolone z, w.
a) Uzasadnij, ze kazde C-liniowe odwzorowanie 7, — C jest (zespolona) skalarng
krotnoscia dz.
b) Uzasadnij, ze kazde C-antyliniowe odwzorowanie T, — C jest (zespolona)
skalarng krotnoscia dz.
c) W szczegblnosci dw = adz, dw = bdz dla pewnych zespolonych a, b. Opisz a i b
w terminach (pochodnej) odwzorowania przejécia miedzy mapami.
Sprawdz poprawnosé¢ wzoréw d(adz) = 92 dz A dz, d(bdz) = 92 dz A dz.

Zdefiniuj 1-forme meromorficzna i jej r681duum. Uzasadnij, ze calka z takiej formy po
brzegu 05 zwartej podpowierzchni S C ¥ jest réwna sumie jej residuéw lezacych w
S. (Zakladamy, ze S omija bieguny formy).

Skoro residuum formy meromorficznej jest dobrze okreslong liczba zespolona, to resi-
duum funkcji meromorficznej na powierzchni ¥ powinno by¢ dobrze okreslonym ze-
spolonym wektorem stycznym. Sprobuj nadaé sens temu stwierdzeniu oraz jakos je
uzasadnic.

Niech S C 3 bedzie zwartag podpowierzchnia o brzegu 05, za$ ¢ gtadka rzeczywista
funkcja na X, ktéra jest zerowa na 05 oraz dodatnia na wnetrzu S. Wykaz, ze

7 dp > 0.
aS

Sprawdz, ze na przestrzeni zespolonych form QL9(%) wzér (a, 3) = [ ia A B zadaje
hermitowski iloczyn skalarny.

Rzeczywista 1-forma rozklada sie jednoznacznie na sume form typu (1,0) i (0,1):
a = at? + %!, Sprawdz, ze na przestrzeni rzeczywistych form QL(¥) wzér

(ar, B) = Re (22/ atf A 60’1)
b

zadaje rzeczywisty iloczyn skalarny. Jak sie ma |« do [|a!?||?
Udowodnij dla f,g € C°(X,R) wzor fEng = (df,dg) = fngf

Niech a, 8 € Q1(X) beda formami rzeczywistymi. Udowodnij nieréwnosé Schwarza:

[ 1ansi< lall 161
%

(Lokalnie, we wspélrzednych z = x + iy, okreslamy |f dx dy| = |f| dx dy.)



