Powierzchnie Riemanna. Lista 5

Y. to powierzchnia Riemanna — spdjna, bez brzegu, zamknieta.

Dywizor na ¥ to formalna skonczona kombinacja liniowa punktéw X z catkowitymi
wspélezynnikami: D = )" n;p;, n; € Z, p; € 3.

Stopien dywizora D to deg D = ). n,.

Dywizor jest efektywny, jesli wszystkie n; sa nieujemne. (Piszemy tez wtedy: D > 0.)

Dywizor funkcji meromorficznej f € M(X) to (f) := > cxord,(f) - p; podobnie dla
formy meromorficznej w okreslamy (w) := ZpeE ord,(w) - p (przyjmujemy, ze w lokalnych
wspéirzednych ord, (fdz) := ord,(f)).

(Pojecie dywizora funkcji/formy nie ma sensu dla funkcji/formy zerowej; ponizej
wszedzie po cichu zakladamy niezerowos¢.)

1. Udowodnij, ze stopien dywizora dowolnej funkcji meromorficznej jest réwny 0.

2. Czy kazdy dywizor stopnia 0 jest dywizorem pewnej funkcji meromorficznej?

3. Dywizory mozna dodawaé¢. Uzasadnij wzory: (fg) = (f) + (9), (fw) = (f) + (w).
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. Uzasadnij, ze dla dowolnej pary form meromorficznych w, n na X zachodzi deg (w) =
deg (n). Ile jest rowny ten stopien dla ¥ = C?

Niech HO(D) = {f € M(X) | (f) + D > 0}, A%(D) = dim H(D).

Niech H!(D) = {w meromorficzna 1-forma na ¥ | (w) — D > 0}, h'(D) = dim H*(D).
5. Pokaz, ze jesli deg D < 0, to h%(D) = 0.
6. Niech p € . Udowodnij, ze h®(np) > 1 dla dostatecznie duzych n.

7. Niech w bedzie meromorficzna forma na 3; niech K = (w). Udowodnij, ze odwzoro-
wanie f — fw zadaje izomorfizm H°(K — D) — H(D).

. Wykaz, ze jesli f € M(), a D' = D + (f), to h°(D’) = h%(D), h}(D’) = h*(D).
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9. Niech x1,...,x, beda n réznymi punktami >, za$ wi,...,w, réznymi liczbami ze-
spolonymi. Udowodnij, ze istnieje f € M(X), taka ze f(x1) = w1,..., f(T,) = w,.
10. Dla efektywnego D udowodnij tw. Riemanna-Rocha: h®(D)—hl(D) = degD — g+ 1.
(Wsk. nasladuj dow6d pokazany na wykladzie.)

11. Udowodnij wzér Riemanna—Rocha dla dowolnego dywizora wedlug ponizszego planu.

a) Z poprzedniego zadania znamy ten wzér dla dywizoréw efektywnych.

b) Uzasadnij, ze jesli nieréwnoéé R-R (h°(D)—h!(D) > deg D—g+1) jest prawdziwa
dla D, to jest tez prawdziwa dla D — p. (Gdyby tak nie byto, to istnialyby
fe HY D)\ H*(D —p), w e HY(D —p)\ H'(D); uzasadnij, ze wtedy fw bylaby
forma z jednym biegunem prostym, a to przeczyloby zadaniu 4 z listy 4.)

c) Tak wiec kazdy dywizor spelnia nieréwnosé R—R.

d) Niech ¥ # C; wtedy istnieje na ¥ holomorficzna forma w, a K = (w) jest efekty-
wny. Uzywajac wzoru R-R dla D = K wyznacz deg K. Dla ¥ = C uzyj jawnie
napisanej meromorficznej w i tez wyznacz deg K dla K = (w).

e) Zastosuj nieréwno$¢ R—R do D i do K — D by uzasadni¢ wzér R-R dla D.

12. (dla umiejacych sie obchodzié z potokami pdl wektorowych)
Niech o € H*9(X) bedzie formg holomorficzng ktéra nie zeruje sie w zadnym punkcie.
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Niech a zapisuje sie lokalnie w mapach jako fdz. Uzasadnij, ze %E)z okresla
poprawnie (w tychze mapach) nieznikajace w zadnym punkcie holomorficzne pole
wektorowe V na . (Jesli z = z + iy, to 9, := (0, —i dy).)

Niech V. = X —¢Y, gdzie X i Y sa rzeczywistymi polami wektorowymi na .
Sprawdz, ze potoki pél X i Y komutuja.

Potok pola V' definiujemy wzorem gpf,“t = % o ¢} . Sprawdz, ze odwzorowanie

CxE3(2p) = o) €5

zadaje holomorficzne dzialanie C (jako grupy addytywnej) na X.

Uzasadnij, ze orbity tego dzialania sg otwarte — i dalej, ze ma ono jedna orbite.
Uzasadnij, ze stabilizator punktu jest dyskretna (i kozwarta) podgrupa A < C.
Udowodnij, ze ¥ jest biholomorficzna z torusem C/A.



