
1. Pierścień Gaussa

1. Udowodnij, że każdy element pierwszy pierścienia Gaussa Z[i] dzieli pewna
‘
liczbe

‘
pierwsza

‘
ca lkowita

‘
.

2. Sprawdź, że jeśli interpretować liczbe
‘
a+bi jako punkt p laszczyzny (a, b), to mnożenie przez i odpowiada

obrotowi przeciwzegarowemu o π/2.
a) Uzasadnij, że każdy element pierwszy pierścienia Z[i] jest stowarzyszony z jedynym elementem

postaci a + bi spe lniaja
‘
cym a > 0 i b ≥ 0.

b) Uzasadnij, że czynniki pierwsze w Z[i] liczby pierwszej p ≡ 1 mod 4 nie sa
‘
ze soba

‘
stowarzyszone.

3. Uzasadnij, że liczba pierwsza p ≡ 1 mod 4 ma dok ladnie 8 przedstawień w postaci a2 + b2.

4. Niech n = pα1

1
. . . pαk

k qβ1

1
. . . qβm

m 2γ be
‘
dzie rozk ladem (z Z) na czynniki pierwsze, gdzie pi ≡ 1 mod 4,

qj ≡ 3 mod 4. W terminach tego rozk ladu określ liczbe
‘

przedstawień n w postaci a2 + b2.

5. Które liczby ca lkowite przedstawiaja
‘
sie

‘
jednoznacznie (z dok ladnościa

‘
do kolejności sk ladników) jako

sumy kwadratów dwóch liczb wzgle
‘
dnie pierwszych?

6. Udowodnij, że liczba przedstawień n w postaci sumy dwóch kwadratów jest równa 4(d1(n) − d3(n)),
gdzie d1(n) to liczba dzielników n które sa

‘
postaci 4k + 1, zaś d3(n) to liczba dzielników n które sa

‘
postaci 4k + 3.

7. Rozwia
‘
ż w Z: y3 = x2 + 1.

8. Udowodnij, że (p− 1)! ≡ −1 mod p rozk ladaja
‘
c wielomian xp−1 − 1 na czynniki liniowe mod p.

(Znasz wszystkie pierwiastki tego wielomianu.)

9. Niech p = 4k + 3 be
‘
dzie liczba

‘
pierwsza

‘
. Oblicz

∏p
n=1

(n2 + 1) modulo p.
(Wsk. użyj elementu i, takiego że i2 = −1.)

10. Uzasadnij, że liczba postaci 4n(8k + 7) nie da sie
‘

przedstawić w postaci sumy trzech kwadratów.

Zadania do domu

11. Skonstruuj okra
‘
g przechodza

‘
cy przez dok ladnie n punktów kratowych.

12. (Chińskie twierdzenie o resztach) Niech n1, . . . , nk be
‘
da

‘
liczbami naturalnymi parami wzgle

‘
dnie pier-

wszymi, zaś r1, . . . , rk dowolnymi liczbami naturalnymi. Udowodnij, że istnieje liczba naturalna m, taka
że

m ≡ ri mod ni, i = 1, . . . , k

13. Udowodnij, że dla dowolnego naturalnego n istnieje takie naturalne N , że żadna z liczb N +1, . . . , N +n
nie rozk lada sie

‘
na sume

‘
kwadratów liczb ca lkowitych. (Wsk. użyj chińskiego twierdzenia o resztach).

14. Odcinek o d lugości 2014 na p laszczyźnie jest równoleg ly do osi OX i nie zawiera punktów kratowych.
Czy można tak poruszać tym odcinkiem, by w żadnym momencie nie zawiera l punktów kratowych, a
po zakończeniu ruchu by l równoleg ly do osi OY? (Wsk. użyj poprzedniego zadania)


