1. Pierscien Gaussa

Udowodnij, ze kazdy element pierwszy pierécienia Gaussa Z[i] dzieli pewna liczbe pierwsza, calkowita,
Sprawdz, ze jesli interpretowaé liczbe a+ bi jako punkt plaszczyzny (a,b), to mnozenie przez ¢ odpowiada
obrotowi przeciwzegarowemu o 7/2.
a) Uzasadnij, ze kazdy element pierwszy pierécienia Z[i] jest stowarzyszony z jedynym elementem
postaci a + bi speliajacym a > 01 b > 0.
b) Uzasadnij, ze czynniki pierwsze w Z[i] liczby pierwszej p = 1 mod 4 nie s, ze soba, stowarzyszone.

Uzasadnij, ze liczba pierwsza p = 1 mod 4 ma dokladnie 8 przedstawieri w postaci a? + b2.
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. Niech n = p{" ...py*q) ...qPm27 bedzie rozkladem (z Z) na czynniki pierwsze, gdzie p; = 1 mod 4,

¢; = 3 mod 4. W terminach tego rozkladu okredl liczbe przedstawien n w postaci a? + b?.

Ktoére liczby catkowite przedstawiaja sie jednoznacznie (z dokladnoscia do kolejnosci sktadnikéw) jako
sumy kwadratéw dwéch liczb wzglednie pierwszych?

Udowodnij, ze liczba przedstawierl n w postaci sumy dwéch kwadratéw jest réwna 4(di(n) — ds(n)),
gdzie dq(n) to liczba dzielnikéw n ktére sa postaci 4k + 1, zas ds(n) to liczba dzielnikéw n ktére sa
postaci 4k + 3.

7. Rozwiaz w Z: y3 = 2% + 1.
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Udowodnij, ze (p — 1)! = —1 mod p rozktadajac wielomian 2P~! — 1 na czynniki liniowe mod p.
(Znasz wszystkie pierwiastki tego wielomianu.)

Niech p = 4k + 3 bedzie liczba, pierwsza. Oblicz [[¥_, (n? + 1) modulo p.

(Wsk. uzyj elementu i, takiego ze i2 = —1.)

Uzasadnij, ze liczba postaci 4™ (8k 4 7) nie da sie przedstawié¢ w postaci sumy trzech kwadratéw.

Zadania do domu
Skonstruuj okrag przechodzacy przez doktadnie n punktéow kratowych.

(Chiniskie twierdzenie o resztach) Niech nq,...,ny; beda liczbami naturalnymi parami wzglednie pier-
wszymi, zad 11, . . ., 7, dowolnymi liczbami naturalnymi. Udowodnij, ze istnieje liczba naturalna m, taka
ze

m = r; mod n;, 1=1,...,k

Udowodnij, ze dla dowolnego naturalnego n istnieje takie naturalne N, ze zadna z liczb N+1,...,N+n
nie rozklada sie na sume kwadratéw liczb catkowitych. (Wsk. uzyj chiriskiego twierdzenia o resztach).

Odcinek o dlugoéci 2014 na plaszczyznie jest rownolegly do osi OX i nie zawiera punktéw kratowych.
Czy mozna tak poruszaé tym odcinkiem, by w zadnym momencie nie zawieral punktéw kratowych, a
po zakoficzeniu ruchu byt réwnolegly do osi OY? (Wsk. uzyj poprzedniego zadania)



