2. Arytmetyka w Z[\/—2]

Interesowaé nas bedzie réwnanie

(1) n = a® + 2b%

Chcemy wiedzie¢, dla jakich catkowitych n réwnanie to ma catkowite rozwiazania. Niech
Z[V-2]={a+b/-2|a,be Z}

(przyjmijmy v/—2 = iv/2). Dla z = a + by/=2 € Z[\/—2] okre$lamy Z = a — by/—2 i N(2) = 2Z = a® + 2b°.
Operacja ~ pokrywa sie ze zwyczajnym sprzezeniem zespolonym, a norma N z kwadratem modutu. Pytanie
o rozwiazywalno$é réwnania (1) mozna wyrazié¢ jako pytanie o istnienie z € Z[/—2] takiego, ze N(z) = n.
Wiemy, ze Zw = Z - W, i ze N(zw) = N(2)N(w). Zatem jesli (1) ma rozwiazania dla n = ny i n = na,
to ma je takze dla n = ning. Naturalne jest wiec pytanie: dla jakich liczb pierwszych n réwnanie (1) ma
rozwiazanie. W dalszym ciagu p oznacza nieparzysta calkowita, liczbe pierwsza,
1. Wyznacz elementy odwracalne w Z[v/—2].
2. Pokaz, ze jedli a® + 2b% = p ma rozwiazanie, to kongruencja 2 = —2 mod p tez ma rozwiazanie.
3. Zbadaj kilka(naécie) poczatkowych liczb pierwszych i postaw hipoteze: dla jakich p kongruencja 2% =
—2 mod p ma rozwiazanie?
4. Udowodnij, ze dla dowolnego z € Z[/—2] i dowolnego niezerowego w € Z[v/—2]| istnieja, q,r € Z[v/—2],
takie ze z = qu +r i N(r) < 2N(w).
Mozna wiec w Z[v/ —2] wykonywa¢ algorytm Euklidesa i wyliczaé¢ najwiekszy wspdlny dzielnik.
5. W Z[v/—2] nie ma porzadku. Co to wiec wlasciwie znaczy “najwiekszy wspélny dzielnik”? Udowodnij,
ze jest on okreslony z doktadno$cia do znaku.
Najwiekszy wspélny dzielnik liczb z,w € Z[v/—2] (ktérykolwiek z dwéch) bedziemy oznaczaé (z,w). Z
algorytmu Euklidesa wnioskujemy, ze (z,w) = xz + yw dla pewnych z,y € Z[/—2]. Dalej, wnioskujemy
ze dla elementu z pierwszego w Z[v/—2| i dowolnych z,y € Z[/—2| zachodzi implikacja: z|zy = z|z V z|y.
Stad wynika istnienie i jednoznaczno$é (z doktadnoscig do stowarzyszenia) rozkladu na czynniki pierwsze w
Z[/-2].
6. Uzasadnij, ze jesli N(z) jest liczba pierwsza w Z, to z jest nierozkladalny w Z[/—2]. Podaj przyktady
takich elementéw z w Z[v/—2|. Podaj przyklady liczb pierwszych w Z, ktére sa rozktadalne w Z[/—2].
7. Pokaz, ze jesli kongruencja 22 = —2 mod p ma rozwiazanie, to p rozklada si¢ w Z[v/—2] na dwa czynniki,
oba o normie p. W konsekwencji p = a? + 2b%.
8. Uzasadnij, ze jesli kongruencja 2 = —2 mod p nie ma rozwiazania, to liczba p jest elementem pierwszym
w Z[v/-2].
9. Udowodnij, ze kazdy element pierwszy w Z[v/—2] jest dzielnikiem pewnej liczby p pierwszej w Z.
Wywnioskuj stad, ze kazdy taki element jest (z dokladnoscia do znaku):
- albo liczba, pierwsza p, taka ze 22 = —2 mod p nie ma rozwiazania;
- albo jednym z dwéch niestowarzyszonych czynnikéw liczby pierwszej p, takiej ze 2 = —2 mod p
ma rozwiazanie;
- albo czynnikiem +/—2 pochodzacym od parzystej liczby pierwszej 2.
10. Niech w rozkladzie liczby calkowitej n na czynniki pierwsze wystepuje z nieparzystym wykladnikiem
pewna liczba pierwsza p, taka ze 22 = —2 mod p nie ma rozwiazania. Pokaz, ze wtedy n # a? + 202
11. Sformuluj warunek na przedstawialnoéé liczby calkowitej w postaci a? + 2b2.
Pozostaje stwierdzi¢ kiedy kongruencja x?> = —2 mod p nie ma rozwiazanie. Bajka o tym bedzie jutro.
12. Zréb zadanie 7 uzywajac tw. Minkowskiego.
13. W terminach rozkladu n na czynniki pierwsze w Z okredl ile rozwiazan ma réwnanie n = a? + 2b.

14. Rozwiaz w Z: 2% = y% + 2.



