
2. Arytmetyka w Z[
√
−2]

Interesować nas be
‘
dzie równanie

(1) n = a2 + 2b2.

Chcemy wiedzieć, dla jakich ca lkowitych n równanie to ma ca lkowite rozwia
‘
zania. Niech

Z[
√
−2] = {a + b

√
−2 | a, b ∈ Z}

(przyjmijmy
√
−2 = i

√
2). Dla z = a + b

√
−2 ∈ Z[

√
−2] określamy z = a− b

√
−2 i N(z) = zz = a2 + 2b2.

Operacja pokrywa sie
‘

ze zwyczajnym sprze
‘
żeniem zespolonym, a norma N z kwadratem modu lu. Pytanie

o rozwia
‘
zywalność równania (1) można wyrazić jako pytanie o istnienie z ∈ Z[

√
−2] takiego, że N(z) = n.

Wiemy, że zw = z · w, i że N(zw) = N(z)N(w). Zatem jeśli (1) ma rozwia
‘
zania dla n = n1 i n = n2,

to ma je także dla n = n1n2. Naturalne jest wie
‘
c pytanie: dla jakich liczb pierwszych n równanie (1) ma

rozwia
‘
zanie. W dalszym cia

‘
gu p oznacza nieparzysta

‘
ca lkowita

‘
liczbe

‘
pierwsza

‘
.

1. Wyznacz elementy odwracalne w Z[
√
−2].

2. Pokaż, że jeśli a2 + 2b2 = p ma rozwia
‘
zanie, to kongruencja x2 ≡ −2 mod p też ma rozwia

‘
zanie.

3. Zbadaj kilka(naście) pocza
‘
tkowych liczb pierwszych i postaw hipoteze

‘
: dla jakich p kongruencja x2 ≡

−2 mod p ma rozwia
‘
zanie?

4. Udowodnij, że dla dowolnego z ∈ Z[
√
−2] i dowolnego niezerowego w ∈ Z[

√
−2] istnieja

‘
q, r ∈ Z[

√
−2],

takie że z = qw + r i N(r) ≤ 3

4
N(w).

Można wie
‘
c w Z[

√
−2] wykonywać algorytm Euklidesa i wyliczać najwie

‘
kszy wspólny dzielnik.

5. W Z[
√
−2] nie ma porza

‘
dku. Co to wie

‘
c w laściwie znaczy “najwie

‘
kszy wspólny dzielnik”? Udowodnij,

że jest on określony z dok ladnościa
‘
do znaku.

Najwie
‘
kszy wspólny dzielnik liczb z, w ∈ Z[

√
−2] (którykolwiek z dwóch) be

‘
dziemy oznaczać (z, w). Z

algorytmu Euklidesa wnioskujemy, że (z, w) = xz + yw dla pewnych x, y ∈ Z[
√
−2]. Dalej, wnioskujemy

że dla elementu z pierwszego w Z[
√
−2] i dowolnych x, y ∈ Z[

√
−2] zachodzi implikacja: z|xy ⇒ z|x ∨ z|y.

Sta
‘
d wynika istnienie i jednoznaczność (z dok ladnościa

‘
do stowarzyszenia) rozk ladu na czynniki pierwsze w

Z[
√
−2].

6. Uzasadnij, że jeśli N(z) jest liczba
‘
pierwsza

‘
w Z, to z jest nierozk ladalny w Z[

√
−2]. Podaj przyk lady

takich elementów z w Z[
√
−2]. Podaj przyk lady liczb pierwszych w Z, które sa

‘
rozk ladalne w Z[

√
−2].

7. Pokaż, że jeśli kongruencja x2 ≡ −2 mod p ma rozwia
‘
zanie, to p rozk lada sie

‘
w Z[

√
−2] na dwa czynniki,

oba o normie p. W konsekwencji p = a2 + 2b2.

8. Uzasadnij, że jeśli kongruencja x2 ≡ −2 mod p nie ma rozwia
‘
zania, to liczba p jest elementem pierwszym

w Z[
√
−2].

9. Udowodnij, że każdy element pierwszy w Z[
√
−2] jest dzielnikiem pewnej liczby p pierwszej w Z.

Wywnioskuj sta
‘
d, że każdy taki element jest (z dok ladnoscia

‘
do znaku):

- albo liczba
‘
pierwsza

‘
p, taka

‘
że x2 ≡ −2 mod p nie ma rozwia

‘
zania;

- albo jednym z dwóch niestowarzyszonych czynników liczby pierwszej p, takiej że x2 ≡ −2 mod p

ma rozwia
‘
zanie;

- albo czynnikiem
√
−2 pochodza

‘
cym od parzystej liczby pierwszej 2.

10. Niech w rozk ladzie liczby ca lkowitej n na czynniki pierwsze wyste
‘
puje z nieparzystym wyk ladnikiem

pewna liczba pierwsza p, taka że x2 ≡ −2 mod p nie ma rozwia
‘
zania. Pokaż, że wtedy n 6= a2 + 2b2.

11. Sformu luj warunek na przedstawialność liczby ca lkowitej w postaci a2 + 2b2.

Pozostaje stwierdzić kiedy kongruencja x2 ≡ −2 mod p nie ma rozwia
‘
zanie. Bajka o tym be

‘
dzie jutro.

12. Zrób zadanie 7 używaja
‘
c tw. Minkowskiego.

13. W terminach rozk ladu n na czynniki pierwsze w Z określ ile rozwia
‘
zań ma równanie n = a2 + 2b2.

14. Rozwia
‘
ż w Z: x3 = y2 + 2.


