3. Pierscien Eisensteina E i réwnanie 23 4 2 = 23

1. Uzasadnij, ze dwa czynniki, na iloczyn ktorych rozklada sie w E calkowita liczba pierwsza p postaci
3k + 1, nie sa, stowarzyszone.

Celem dalszych zadan jest pokazanie, ze réwnanie 2 + y> = 22 nie ma w E rozwiazan nietrywialnych

(trywialno$é to warunek zyz = 0). Zalézmy wiec, ze tréjka (z,y, z) jest nietrywialnym rozwiazaniem tego
réwnania w E; takim ze liczby x, y, z sa parami wzglednie pierwsze (dlaczego mozna zalozy¢ to ostatnie?).
—1+v=3 _ (1+\/—3)2 2
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Oznaczenie: € = = w*.

2. Sprawdz, ze v/—3 jest w E elementem pierwszym, i ze v/—3 | 3. Uzasadnij, ze kazdy e € E przystaje od
0 lub £1 modulo v/—3.
3. Udowodnij, ze jedli e = +1 mod v/—3, to €2 = £1 mod v/ 3
4. Uzasadnij, ze dokladnie jedna z liczb x,y, z dzieli sie przez +/—3. Wytlumacz, jak bez straty ogdlnosci
zalozy¢, ze jest nia, z.
Niech \/73k || z. Zalézmy, ze mamy do czynienia z rozwiazaniem o najmniejszym mozliwym k. Naszym
celem bedzie dojscie do sprzecznosci przez wyprodukowanie rozwiazania z mniejszym k.
5. Sprawdz, ze 23 + y3 = (z + y)(ex + €2y)(e®x + ey). Uzasadnij, ze kazdy z tych trzech czynnikéw dzieli
sie przez v/ —3.
Niech z +y = Ayv—=3, ex + 2y = B\/-3, €z + ey = C/—3.
6. Udowodnij, ze:
a) liczby A, B, C sa parami wzglednie pierwsze;
b) A+ B+ C =0;

c) ABC = (\/%73)3

7. Uzasadnij, ze dla pewnych a,b,c € E i pewnych jednostek «, 3,7 € E zachodzi A = aa®, B = 8b?,
C = vc?. Uzasadnij, ze jedna z liczb a, b, ¢ dzieli si¢ przez \/73k_1, a pozostale nie dziela sie przez v/—3.
Mozna zalozyé, ze V—3" [ c.

8. Rozwazajac A+ B + C' = 0 modulo \/—34 wykaz, ze « = £ = +. Konkluduj.



