
3. Pierścień Eisensteina E i równanie x3 + y3 = z3

1. Uzasadnij, że dwa czynniki, na iloczyn których rozk lada sie
‘

w E ca lkowita liczba pierwsza p postaci
3k + 1, nie sa

‘
stowarzyszone.

Celem dalszych zadań jest pokazanie, że równanie x3 + y3 = z3 nie ma w E rozwia
‘
zań nietrywialnych

(trywialność to warunek xyz = 0). Za lóżmy wie
‘
c, że trójka (x, y, z) jest nietrywialnym rozwia

‘
zaniem tego

równania w E, takim że liczby x, y, z sa
‘
parami wzgle

‘
dnie pierwsze (dlaczego można za lożyć to ostatnie?).

Oznaczenie: ǫ = −1+
√

−3

2
=

(

1+
√

−3

2

)2

= ω2.

2. Sprawdź, że
√
−3 jest w E elementem pierwszym, i że

√
−3 | 3. Uzasadnij, że każdy e ∈ E przystaje od

0 lub ±1 modulo
√
−3.

3. Udowodnij, że jeśli e ≡ ±1 mod
√
−3, to e3 ≡ ±1 mod

√
−3

4
.

4. Uzasadnij, że dok ladnie jedna z liczb x, y, z dzieli sie
‘

przez
√
−3. Wyt lumacz, jak bez straty ogólności

za lożyć, że jest nia
‘
z.

Niech
√
−3

k || z. Za lóżmy, że mamy do czynienia z rozwia
‘
zaniem o najmniejszym możliwym k. Naszym

celem be
‘
dzie doj́scie do sprzeczności przez wyprodukowanie rozwia

‘
zania z mniejszym k.

5. Sprawdź, że x3 + y3 = (x + y)(ǫx + ǫ2y)(ǫ2x + ǫy). Uzasadnij, że każdy z tych trzech czynników dzieli
sie

‘
przez

√
−3.

Niech x + y = A
√
−3, ǫx + ǫ2y = B

√
−3, ǫ2x + ǫy = C

√
−3.

6. Udowodnij, że:
a) liczby A, B, C sa

‘
parami wzgle

‘
dnie pierwsze;

b) A + B + C = 0;

c) ABC =
(

z
√

−3

)3

.

7. Uzasadnij, że dla pewnych a, b, c ∈ E i pewnych jednostek α, β, γ ∈ E zachodzi A = αa3, B = βb3,

C = γc3. Uzasadnij, że jedna z liczb a, b, c dzieli sie
‘

przez
√
−3

k−1
, a pozosta le nie dziela

‘
sie

‘
przez

√
−3.

Można za lożyć, że
√
−3

k−1 || c.
8. Rozważaja

‘
c A + B + C = 0 modulo

√
−3

4
wykaż, że α = ±β = ±γ. Konkluduj.


