5. Réwnanie Pella

Zalézmy, ze dodatnia D € Z jest bezkwadratowa (tzn. nie dzieli sie przez kwadrat zadnej liczby pierwszej).
Bedziemy rozwazaé réwnanie Pella

(P) 2 — Dy? = +1.

Réwnanie to opisuje odwracalne elementy piericienia Z[v/D:
1. Zauwaz, ze para liczb calkowitych (z,y) spetnia (P) <= N(z +yv/D) = +1.
Bedziemy zatem, wymiennie, méwié o rozwiazaniach (P) w Z, badz o rozwiazaniach N(z) = +1 w Z[v/D).
2. Udowodnij, ze istnieje nieskoriczenie wiele liczb wymiernych %, takich ze [v/D — §| < q%.
(Wsk. pewne dwie liczby postaci kv/D — [kv/D], 0 < k < n, réznia sie o mniej niz L)
3. Udowodnij, ze jesli % spelia warunek z poprzedniego zadania, to 1 < |N(p + ¢v/D)| < 2v/D + 1.
4. Uzasadnij, ze dla pewnego niezerowego n € [72\/5 —1,2VD + 1] istnieje nieskoniczenie wiele liczb
z € Z[v/D] o normie n. Wywnioskuj stad, ze réwnanie 2 — Dy? = 1 ma nieskoniczenie wiele rozwiazan.
5. Udowodnij, ze réwnanie N(z) = £1 ma rozwiazanie wicksze od 1.

6. Udowodnij, ze wéréd rozwiazan N(z) = £1 wiekszych od 1 istnieje najmniejsze rozwigzanie. W tym
celu wykaz, ze to réwnanie ma tylko skoriczenie wiele rozwiazan w kazdym przedziale [1, M].
(Wsk. jesli N(z) =+l oraz1 <z< M, to -1 <z<1.)

Niech € bedzie rozwiazaniem z poprzedniego zadania.
7. Udowodnij, ze kazde wigksze od 1 rozwiazanie N(z) = =1 jest postaci €” dla pewnego dodatniego n € Z.

8. Uzasadnij, ze kazde rozwiazanie N(z) = +1 jest postaci +e™ dla pewnego n € Z.
9. Znajdz e dla D =2idla D = 3.

Dla innych D liczbe € mozna znalezé rozwijajac v/ D w utamek laricuchowy.



