
6. Prawo wzajemności reszt kwadratowych

Przypomnienie: symbol Legendre’a
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Prawo wzajemności reszt kwadratowych mówi, że dla nieparzystych liczb pierwszych p, q zachodzi
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pozwala ono dość efektywnie wyliczać symbole Legendre’a.

1. Czy kongruencja 3x2 − 2x ≡ 7 mod 23 ma rozwia
‘
zanie? A kongruencja 7x2 + 6x ≡ 2 mod 37?

2. Uzasadnij, że nieparzysty czynnik pierwszy liczby postaci n2 − 5 przystaje do ±1 modulo 5 (lub jest
równy 5).

3. Wykaż, że jeśli a jest niezerowa
‘
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‘
ca lkowita

‘
, zaś p, q nieparzystymi liczbami pierwszymi niedziela

‘
-
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4. Niech p be
‘
dzie nieparzysta

‘
liczba

‘
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‘
. Uzasadnij, że jeśli p | x2 − 2, to p ≡ ±1 mod 8. Podobnie

przeanalizuj czynniki pierwsze p liczb postaci x2 + 2, x2 + 1, x4 + 1 – jakie może być pmod 8 w każdym
z tych przypadków?

5. Używaja
‘
c poprzedniego zadania wykaż, że istnieje nieskończenie wiele liczb pierwszych postaci (od-

dzielnie) 8n + 1, 8n + 3, 8n + 5, 8n + 7.
[Wsk. Naśladuj Euklidesa, który pokaza l, że istnieje nieskończenie wiele liczb pierwszych.]

6. Wykaż, że jeśli p i q = 4p + 1 sa
‘
obie pierwsze, to

a) 2 nie jest kwadratem modulo q;
b) 2 jest pierwiastkiem pierwotnym modulo q;
c) q | 22p + 1.

7. (n > 0) Udowodnij, że 22
n

+ 1 jest liczba
‘
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8. Dane sa
‘
takie liczby ca lkowite a i b, że a 6= 0 oraz liczba 3 + a + b2 jest podzielna przez 6a. Wykazać,

że liczba a jest ujemna.
[Wsk. nie wprost: pokaż, że jeśli a > 0, to 3 + b2 ma czynnik pierwszy p ≡ 2 mod 3, co daje sprzeczność

z prawem wzajemności.]

Symbol Jacobiego

Praktyczne wyliczanie symbolu Legendre’a przy użyciu (W) i (D) ma jeden nieprzyjemny aspekt:
wymaga rozk ladania liczb na czynniki pierwsze. Aby tego nie robić używamy symbolu Jacobiego. Dla
nieparzystej dodatniej liczby ca lkowitej n o rozk ladzie na czynniki pierwsze
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9. Zauważ, że jeśli a ≡ dmodn, to
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a) Uzasadnij, że symbol Jacobiego spe lnia wzory (D).
b) Udowodnij, że dla dowolnych nieparzystych dodatnich wzgle

‘
dnie pierwszych liczb p, q symbol Ja-

cobiego spe lnia (W).
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11. Uzasadnij, że jeśli d jest kwadratem modn, to
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= 1. Podaj przyk lad pokazuja
‘
cy, że odwrotna

implikacja nie zachodzi.


