6. Prawo wzajemnosci reszt kwadratowych

Przypomnienie: symbol Legendre’a (%) jest réwny +1, jeéli kongruencja 22 = d mod p ma rozwiazanie
(chyba ze p|d, wéwezas kladziemy (%) =0), a —1 gdy nie ma. (p jest tu — jak niemal wszedzie na tej liScie —
nieparzysta, liczba pierwsza, zas d liczba caltkowita.)

Prawo wzajemnosci reszt kwadratowych mowi, ze dla nieparzystych liczb pierwszych p, ¢ zachodzi
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czyli (%) = (g) jesli p lub g jest postaci 4k+1, a (%) =— (%) jesli p i q sa postaci 4k + 3. Wraz z dodatkowymi
wzorami
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pozwala ono dos¢ efektywnie wylicza¢ symbole Legendre’a.
1. Czy kongruencja 3z% — 22 = 7mod 23 ma rozwiazanie? A kongruencja 722 + 6z = 2mod 37?

2. Uzasadnij, ze nieparzysty czynnik pierwszy liczby postaci n? — 5 przystaje do =1 modulo 5 (lub jest
réwny 5).
3. Wykaz, ze jesli a jest niezerows liczba, catkowita, za$ p, ¢ nieparzystymi liczbami pierwszymi niedziela-
a

cymi a, oraz p = ¢mod 4|al, to (;) = (%)

4. Niech p bedzie nieparzysta liczba, pierwsza. Uzasadnij, ze jedli p | 22 — 2, to p = +1mod8. Podobnie
przeanalizuj czynniki pierwsze p liczb postaci 22 4+ 2, 22 + 1, 2* + 1 — jakie moze byé pmod 8 w kazdym
7z tych przypadkéw?

5. Uzywajac poprzedniego zadania wykaz, ze istnieje nieskoriczenie wiele liczb pierwszych postaci (od-
dzielnie) 8n 4+ 1, 8n+ 3, 8n + 5, 8n + 7.

[Wsk. Nasladuj Euklidesa, ktéry pokazal, ze istnieje nieskoniczenie wiele liczb pierwszych.

6. Wykaz, ze jesli pi ¢ = 4p+ 1 sa obie pierwsze, to

a) 2 nie jest kwadratem modulo g;
b) 2 jest pierwiastkiem pierwotnym modulo g;
c) q| 2% +1.

7. (n > 0) Udowodnij, ze 22" + 1 jest liczba, pierwsza, <= 22" +1 32" ' +1.

8. Dane sa takie liczby calkowite a i b, ze a # 0 oraz liczba 3 4 a 4 b? jest podzielna przez 6a. Wykazaé,
ze liczba a jest ujemna.

[Wsk. nie wprost: pokaz, ze jesli a > 0, to 3+ b? ma czynnik pierwszy p = 2 mod 3, co daje sprzecznosé
z prawem wzajemnosci. ]

Symbol Jacobiego

Praktyczne wyliczanie symbolu Legendre’a przy uzyciu (W) i (D) ma jeden nieprzyjemny aspekt:
wymaga rozkladania liczb na czynniki pierwsze. Aby tego nie robi¢ uzywamy symbolu Jacobiego. Dla
nieparzystej dodatniej liczby catkowitej n o rozkladzie na czynniki pierwsze [], p;** kladziemy mianowicie
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9. Zauwaz, ze jesli a = dmodn, to (£) = (£). Zauwaz, ze (-1) = (£)(£).
a) Uzasadnij, ze symbol Jacobiego spelnia wzory (D).
b) Udowodnij, ze dla dowolnych nieparzystych dodatnich wzglednie pierwszych liczb p, ¢ symbol Ja-
cobiego spetnia (W).

10. Oblicz (%), (%).
d

11. Uzasadnij, ze jesli d jest kwadratem modn, to (ﬁ) = 1. Podaj przyklad pokazujacy, ze odwrotna
implikacja nie zachodzi.



