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Teoria Reprezentacji Grup Notatki z wyktadu

1 Grupy dyskretne i grupy zwarte

P RzYJMI]MY, ze definicja grupy jest znana. W niniejszych notatkach bedziemy rozwazali grupy
dyskretne, jak rowniez grupy topologiczne zwarte. Zanim przejdziemy do glebszej analizy,
sformalizujmy podstawowe pojecia.

Definicja 1.1: Grupa topologiczna

Niech (G, -) bedzie grupg, na ktérej dodatkowo okreslona jest topologia. G jest grupa
topologiczna, jesli dziatania:

e mnozenie: (X,Y) = X -V,

1

7

e odwracanie: x — x~

sg ciggte w topologii G.

Przyktad : Grupami topologicznymi sa:
e grupa liczb rzeczywistych z dodawaniem (R, +),
e grupa liczb rzeczywistych bez zera z mnozeniem (R*,-),

e grupy macierzowe SO(n), O(n), SU(n), U(n), GL(n) z dzialaniem mnozenia macie-
rzy.

Przekatna

4 3,
Przyklad geometryczny: Grupa D, (Symetrie kwadratu)

W dalszych rozwazaniach bedg nas interesowac szczegoélne przypadki grup.

Definicja 1.2: Grupa (lokalnie) zwarta

Grupe topologiczng G nazywamy grupa (lokalnie) zwarta, jesli G jest (lokalnie) zwarta
jako przestrzen topologiczna.
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Teoria Reprezentacji Grup Notatki z wyktadu

Grupa Zwarta : Grupa Niezwarta
(domknieta i ograniczona) ) (nieograniczona)

Przyktad : Warto zauwazy¢, co nie jest grupa zwarta:
e nieskoriczone grupy dyskretne (sg zwarte < sg skoriczone),
e grupy euklidesowe (R", +),
e ogodlna grupa liniowa GL(n, C).

Kluczowym przyktadem, ktéry bedzie powracal w dalszej czeéci wyktadu, jest grupa uni-
tarna.

Przyktad : Grupa unitarna U (n)
Grupa macierzowa
U(n) = {A € M,y (C) : A*A = T}

jest grupg zwarta.

Dowdéd. Rozwazmy M,,,, (C) jako przestrzen R27 7 topologia euklidesowa. Z twierdzenia
Heinego-Borela zbiér jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest domkniety i ograniczony.
1. Ograniczono$é: Dla A = (1) € U (n) zachodzi warunek Zk Ul = 51-]-. W szczeg6lnosci

dlai=j:
n
Y lugl? =1.
k=1
Suma kwadratéw modutéw wszystkich wyrazéw macierzy wynosi:

S =Y 1=
ik i

Zatem U (n) jest zbiorem ograniczonym.

2. Domknieto$é: Rozwazmy odwzorowanie f : M,,,,, = M,,,,, zadane wzorem f (A) = A*A.
Jest to odwzorowanie ciggle. Zbiér {I} jest domkniety, zatem f -1y = Um) jest zbiorem
domknietym. O

2 Miara Haara

Kluczowym narzedziem w analizie na grupach topologicznych jest odpowiednik miary Lebes-
gue’a, pozwalajacy na catkowanie w spos6b niezmienniczy.

Twierdzenie 2.1: O istnieniu miary Haara Na kazdej grupie lokalnie zwartej G istnieje
miara (Borela) y, ktéra jest:

1. nietrywialna,

2. skoriczona na zbiorach zwartych,
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Teoria Reprezentacji Grup Notatki z wyktadu

3. lewostronnie niezmiennicza, tzn. dla kazdego g € Gi E C G: u(gE) = u(E).

Taka miara jest wyznaczona jednoznacznie z doktadnos$cig do statej multiplikatywne;j.
Nazywamy ja lewa miara Haara.

Miara u(gE) = u(E)
Miara u(E) Grupa G

Niezmienniczo$é: y(gE) = u(E)
Jesli zdefiniujemy prawa miare Haara (niezmiennicza na mnozenie z prawej strony), moze

sie okazad, ze r6zni si¢ ona od lewej. Zwigzek miedzy nimi opisuje funkcja modutowa A(g), taka

ze pp (Eg) = A(Q)pur(E).

Definicja 2.1: Grupa unimodularna

Grupe G nazywamy unimodularng, jesli lewa miara Haara jest jednoczes$nie prawa miarg
Haara. Jest to rownowazne warunkowi:

VgEG A(g) =1.

Przyktad : Grupa ,ax+b” (Grupa afiniczna prostej)

Gz{(% T>1y>0,xe]R}.

Dziatanie tej grupy na prostej rzeczywistej x — ax + b mozna zilustrowac jako potaczenie
skalowania i przesuniecia.

Odcinek o di. 1 Dtugosc a

=

0 1 b a+b

Miary Haara dla tej grupy to:
dxdy
]/2
dxdy
Ty
Poniewaz sg rézne, grupa ta nie jest unimodularna.

o Lewa: dy; (x,y) =

e Prawa: dug(x,y) =
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Teoria Reprezentacji Grup Notatki z wyktadu

Twierdzenie 2.2: Unimodularnosc grup zwartych Kazda grupa zwarta jest unimodu-
larna.

Dowdéd. Funkcja modutowa A : G - (R,,-) jest cigglym homomorfizmem. Obraz grupy
zwartej G musi by¢ podgrupa zwarta w R . Jedyna taka podgrupa jest {1}, zatem A(g) = 1. [

3 Reprezentacje liniowe grup

Reprezentacja pozwala bada¢ abstrakcyjng strukture grupy poprzez jej dzialanie na przestrzeni
liniowe;j.

Definicja 3.1: Reprezentacja liniowa

Reprezentacjg liniowg grupy G w przestrzeni wektorowej V (nad C) nazywamy homo-
morfizm grup:
m:G - GL(V),

gdzie GL(V) to grupa odwracalnych operatoréw liniowych na V.

Dla grup topologicznych wymagamy dodatkowo ciggtosci odwzorowania g — (g)v dla
kazdegov € V.

3.1 Reprezentacje przywiedine i nieprzywiedlne

Definicja 3.2: Podprzestrzen niezmiennicza

Podprzestrzen W C V nazywamy niezmiennicza wzgledem 7, jesli:

VeecVwew mEQweEW.

vgEW 54

N

Podprzestrzefi niezmiennicza W
Reprezentacja ,nie wypada” z W

Definicja 3.3: Reprezentacja nieprzywiedina

Reprezentacje 7w w przestrzeni V # {0} nazywamy nieprzywiedlna (irreducible), jesli nie
posiada ona nietrywialnych domknietych podprzestrzeni niezmienniczych.
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Teoria Reprezentacji Grup Notatki z wyktadu

Przyktad : Reprezentacja trywialna
Dla V = C definiujemy 7(g) = id dla kazdego g € G. Jest to reprezentacja nieprzywie-
dlna.

4 Reprezentacje unitarne i rozktady

Szczegblnie wazng klasa reprezentaciji sa reprezentacje unitarne, zachowujace strukture iloczynu
skalarnego.

Definicja 4.1: Reprezentacja unitarna

Niech V bedzie przestrzenig Hilberta z iloczynem skalarnym (-, -). Reprezentacje 7 : G —
GL(V) nazywamy unitarna, jesli dla kazdego ¢ € G operator 77(g) jest unitarny, tzn.:

Vower (m(g)v,m(g)w) = (v, w).

Oznacza to, ze w(g)* = (g)~t = (g~ ).

n/(g YO

Unitarnos¢: ||77(g)vll = [lv]|
(Zachowanie dtugosci / obrot)

Dla grup zwartych kazda reprezentacje na przestrzeni Hilberta mozna , poprawi¢” do repre-
zentacji unitarne;.

Twierdzenie 4.1: Unitaryzowalnosc reprezentacji Niech 7 bedzie ograniczong repre-
zentacja grupy zwartej G w przestrzeni Hilberta H. Wéwczas w H istnieje nowy iloczyn
skalarny, réwnowazny wyjsciowemu, wzgledem ktérego 7 jest unitarna.

Dowéd. Niech (-,-)y bedzie wyjsciowym iloczynem skalarnym. Zdefiniujmy nowy iloczyn
skalarny jako usrednienie po grupie (korzystajac z miary Haara):

W)= [ (o, m@wlodu(g).
Dzieki niezmienniczodci miary Haara (p(hg) = p(g)), nowy iloczyn jest niezmienniczy:

(e(hyo, ehyw) = [ (ethg)o, hgywyodu(g) = [ (rtkyo, m(kywy du(k) = (v, w.
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Teoria Reprezentacji Grup Notatki z wyktadu

4.1 Sumy proste i rozktady

Definicja 4.2: Suma prosta reprezentacji

Jesli (7tq, V1) i (715, V) s reprezentacjami grupy G, ich sumg prosta nazywamy reprezen-
tacje 711 ® 71, dziatajagca na V| @ V, wzorem:

(111 @ 715) () (1, 0p) = (711 ()1, T () V7).

Kluczowgq wlasnoscig reprezentacji unitarnych jest ich catkowita redukowalnosc.

Twierdzenie 4.2: O rozktadzie Jesli 7 jest reprezentacjg unitarng w przestrzeni Hilberta
H,a W C H jest podprzestrzenig niezmiennicza, to dopelnienie ortogonalne W+ jest
réwniez podprzestrzenig niezmiennicza.

Dowéd. Niech v € Wt. Chcemy pokaza¢, ze dla dowolnego g € G, t(g)v € Wt. Wezmy
dowolne w € W. Wtedy:

(rt(g)v, w) = (v, T(g)*w) = (v, T(g™Hw).

Poniewaz W jest niezmiennicza, 71(g~1)w € W. Skoro v € W+, to iloczyn ten wynosi 0. Zatem
t(g)o L W. O

Twierdzenie 4.3: Twierdzenie Maschke (wersja dla grup zwartych) Kazda skoriczenie
wymiarowa reprezentacja unitarna grupy zwartej rozklada sie na sume prosta reprezen-
tacji nieprzywiedlnych:

V:V1®V2@"'®Vn,

gdzie kazde V; jest podprzestrzenig niezmienniczg i reprezentacja ograniczona do V/; jest
nieprzywiedlna.

7T|V1

7T|V2

0

Macierzowa postac operatora 7(g) w bazie zgodnej z rozkladem

5 Ciagtosc¢ i Algebry Grupowe

W przypadku nieskoriczenie wymiarowych reprezentacji grup topologicznych, pojecie ciggtosci
wymaga precyzji.

Uwaga 5.1: Topologie operatorowe

Dla reprezentacji v : G — U (H) (grupa operatoréw unitarnych) rozwaza si¢ zazwyczaj
silna ciaglosé. Oznacza ona, ze dla kazdego v € H odwzorowanie g — 71(g)v jest ciagte
w normie H.
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Teoria Reprezentacji Grup Notatki z wyktadu

5.1 Reprezentacje regularne

Jednymi z najwazniejszych reprezentacji w teorii s3 te, ktére grupa ,indukuje na samej sobie”.

Definicja 5.1: Reprezentacja regularna

Rozwazmy przestrzeri L?(G) funkgji catkowalnych z kwadratem wzgledem miary Haara.

e Lewa reprezentacja regularna A:
AN () =f(g ).
e Prawa reprezentacja regularna p:
(@) (x) = f(xg).

Obie s reprezentacjami unitarnymi grupy G.

5.2 Algebra grupowa i splot

Dla grupy G (lokalnie zwartej) mozemy zdefiniowac¢ strukture algebry na przestrzeni funkgcji
catkowalnych L!(G) (oznaczanej tez K[G]). Mnozeniem w tej algebrze jest splot.

Definicja 5.2: Splot funkciji

Dla funkdii f1, f,» € L' (G) definiujemy ich splot jako:

(=)@ = [ AWLG 0 du).

Algebra L!(G) z dzialaniem splotu jest algebra Banacha. Zachodzi nieréwnosc¢:

Ify * falli < Wifally - If2lly-

Twierdzenie 5.1: Reprezentacje grupy a algebry Istnieje wzajemna odpowiednioé¢ (bi-
jekcja) miedzy unitarnymi reprezentacjami grupy G, a niezdegenerowanymi reprezenta-
cjami algebry L1 (G).

Dla danej reprezentacji grupy 7, definiujemy reprezentacje algebry 7t wzorem:

T(f) = du(g).
() = [ F@)m@)duce)
Operator 7 (f) jest dobrze okreslony (jako catka Bochnera). Wtasnoé¢ homomorfizmu przenosi

sie nastepujgco:

7t(f1 * fr) = A1) 7).

6 Lemat Schura

Kluczowym twierdzeniem w teorii reprezentacji, Igczacym strukture reprezentacji z algebra
operatoréw na przestrzeni Hilberta, jest Lemat Schura. Zanim go sformutujemy, zauwazmy
wazny zwigzek miedzy nieprzywiedlnoScig reprezentacji grupy a algebry.
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Teoria Reprezentacji Grup Notatki z wyktadu

Twierdzenie 6.1: Zachowanie nieprzywiedlnosci Reprezentacja unitarna 7t grupy G jest
nieprzywiedlna wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadajaca jej reprezentacja 7 algebry L1 (G)
jest nieprzywiedlna.

PrzejdZzmy teraz do klasycznego Lematu Schura. Posiada on dwie gléwne wersje.

Twierdzenie 6.2: Lemat Schura — Wersja 1 Niech 7t : G — GL(V') bedzie reprezentacjq
nieprzywiedlng skorficzonego wymiaru nad cialem algebraicznie domknietym (np. C).
Jesli operator liniowy T : V — V jest przemienny z reprezentacjg, tzn.:

Veec Tm(g) =m(@T,

to T musi by¢ homotetig, czyli T = A - Id dla pewnego A € C.

Dowdéd. Niech A bedzie wartoScig wlasng operatora T (istnieje, bo cialo jest algebraicznie
domkniete). Zdefiniujmy przestrzen W = ker(T — Ald). Dla w € W mamy:

(T - Ald)r(g)w = m(g)(T — Ald)w = 7(g)0 = 0.

Zatem W jest podprzestrzenig niezmienniczg. Poniewaz W # {0} (bo A to warto$¢ wlasna), a
reprezentacja jest nieprzywiedlna, to musi zachodzi¢ W = V. Stad T = Ald. [

Twierdzenie 6.3: Lemat Schura — Wersja 2 Niech r; : G - GL(V;) oraz 1, : G —
GL(V;) beda dwiema reprezentacjami nieprzywiedlnymi. Niech T : V| — V, bedzie
operatorem splotowym (intertwining operator), tzn.:

Veec Tmi(g) = ma(T.
Woéweczas:
1. Jesli 71y i 715 nie sg réwnowazne, to T = 0.

2. Jesli T # 0, to T jest izomorfizmem (czyli reprezentacje sag rOwnowazne).

t1(8)
Vi A > Vq

9

V> >V,
(8)
Diagram przemienny: droga ”gorg” jest réwnowazna drodze “dotem”
Torm(g) =m(g)eT

Uwaga 6.1: Wersja nieskonczenie wymiarowa

Dla unitarnych reprezentacji na przestrzeniach Hilberta Lemat Schura réwniez zachodzi,
ale wymaga ostrozniejszego sformutowania. Reprezentacja unitarna 7 jest nieprzywiedlna
wtedy i tylko wtedy, gdy komutant jej obrazu sktada sie tylko ze skalaréw:

{T € B(H) : Vo Tr(g) = m(g)T} = C - Id.

Dowo6d w tym przypadku opiera sie na twierdzeniu spektralnym dla operatoréw normal-
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Teoria Reprezentacji Grup Notatki z wyktadu

nych.

7 lloczyny Tensorowe i Algebra Fouriera-Stieltjesa

Konstrukgja iloczynu tensorowego pozwala na tworzenie nowych reprezentacji z juz istniejgcych.

7.1 lloczyn tensorowy przestrzeni Hilberta

Definicja 7.1: lloczyn tensorowy

Niech Hq, H, beda przestrzeniami Hilberta. Ich iloczynem tensorowym H; ® H, nazy-
wamy uzupelnienie algebraicznego iloczynu tensorowego wzgledem iloczynu skalarnego
zdefiniowanego na tensorach prostych jako:

(X1 ® X2, Y1 ® Y2) = (X1,Y1)H, * (X2, Y2)H,-

Baza H, (f;)
[} [} [ )
Wymiar: dim(H;) x dim(H,)
[} [} [ )

Baza H; (e;)
Jesli {e;} jest bazg ortonormalng Hq, a {f]-} bazg H,, to zbior {¢; ® f]~} stanowi baze ortonormalng
H, ® H,.

7.2 Reprezentacje tensorowe

Majac dane operatory A € B(H;) i B € B(H,), definiujemy operator A ® B na Hy ® H, wzorem:

(A®B)(x®y) = Ax ® By.

Przyktad : Przyklad macierzowy (Iloczyn Kroneckera)

Dla macierzy A = <a11 a12> iB = <b11 bu), ich iloczyn tensorowy to macierz blokowa:

a1 dxo by Do
_ (a11B a12B
A®B= <a21B ﬂ22B> .

Wymiar macierzy wynikowej to iloczyn wymiarc’)w macierzy wyjéciowych.
Jesli Ty, 715 sa reprezentacjami grupy G, ich iloczyn tensorowy 711 ® 71, definiujemy punktowo:

(M ® 1) (g) = 711(g) ® 71(9).
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Teoria Reprezentacji Grup Notatki z wyktadu

7.3 Przyktady reprezentacji unitarnych grup abelowych

Przyktad : Reprezentacje grupy Z Dla grupy liczb catkowitych z dodawaniem, reprezen-
tacje nieprzywiedlne sa jednowymiarowe (bo grupa jest abelowa).

m(n) =z", gdzielz| =1.

Reprezentacje te s3 parametryzowane przez liczby z okregu jednostkowego T = {z € C :
|zl = 1}. Zatem zbidr reprezentacji nieprzywiedlnych (tzw. dualny) to Z = T.

Im

T |

S
N

SN~——

Re

Reprezentacje grupy Z
odpowiadaja punktom na okregu

Przyktad : Reprezentacje grupy R Dla grupy liczb rzeczywistych z dodawaniem, kazda
ciggla unitarna reprezentacja nieprzywiedlna jest postaci:
T, (t) = e, dla pewnego x € R.

Odwzorowanie x ~ 77, jest izomorfizmem miedzy R a jej grupa dualng R.

7.4 Algebra Fouriera-Stieltjesa

Badanie reprezentacji grupy jest Scisle zwigzane z analizg funkgji na tej grupie generowanych
przez te reprezentacje.

Definicja 7.2: Wspétczynnik macierzowy

Niech 7w bedzie reprezentacjg unitarng na H. Dla wektoréw ¢, € H funkgcje:

uz 5 (8) =(m(g)¢,m)

nazywamy wspélczynnikiem macierzowym reprezentacji 7.

Definicja 7.3: Algebra Fouriera-Stieltjesa B(G)

Algebra Fouriera-Stieltjesa B(G) nazywamy zbiér wszystkich liniowych kombinagji
wspo6tczynnikéw macierzowych wszystkich unitarnych reprezentacji grupy G. Zbiér
ten jest zamkniety ze wzgledu na dodawanie i mnozenie (punktowe), co czyni go algebra
funkgji na G.
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Teoria Reprezentacji Grup Notatki z wyktadu

Warto zauwazy¢, ze mnozenie dwéch wspoétczynnikéw macierzowych odpowiada wspét-
czynnikowi macierzowemu iloczynu tensorowego reprezentacji:

7T1 . 7Ty _ T Q7T
u§1/’71 @) u?z:’?z @)= u§1®§2r’71®772 @)

8 Relacje Ortogonalnosci

Dla grup zwartych istnieje potezne narzedzie analityczne znane jako relacje ortogonalnosci
Schura, ktére stanowig uogolnienie relacji ortogonalnosci dla szeregéw Fouriera.

Twierdzenie 8.1: Relacje ortogonalnosci Niech G bedzie grupg zwarta. Niech 711 ¢
beda nieréwnowaznymi, nieprzywiedlnymi reprezentacjami unitarnymi w przestrzeniach
ViV, Woéwczas:

1. Wspotczynniki macierzowe reprezentacji 7 sa ortogonalne do wspétczynnikéw
macierzowych reprezentacji ¢ w przestrzeni L?(G).

Venev, Yowev, | T8 NTE0 W duE) =0,
2. Dla ustalonej reprezentacji nieprzywiedlnej 7t o wymiarze d ,, zachodzi relacja:

- 1 -
fG<7r(g)€,17><7t(g)v,w> du(g) = d—<5,0><17,w>.

Wybierajac bazy ortonormalne {e;} w V. i {f,} w V,,, mozemy zapisa¢ te relacje w postaci
macierzowej:

0 jeslim ¢ o
<”§J'm'”1(c(lf)>L2 - {

i&ikéﬂ jesli r = o

Whnioskiem z tego twierdzenia jest to, ze funkcje {@u§]ﬁ>} tworza ukltad ortonormalny w
L?(G).

9 Teoria Charakteréw i Funkcje Centralne

Charaktery reprezentacji odgrywaja kluczowa role w klasyfikacji reprezentacji, poniewaz zawie-
raja pelng informacje o reprezentacji (z doktadnoscig do réwnowaznosci), bedac jednoczesnie
prostszymi obiektami (funkcjami skalarnymi).

Definicja 9.1: Charakter reprezentacji

Niech 7t : G — U(V) bedzie skoriczenie wymiarowg reprezentacjg unitarng. Charakterem
reprezentacji 71 nazywamy funkcje x,, : G —» C zdefiniowang jako §lad operatora:

d
Xn(§) = Tr(m(g)) = ) (m(ge;,er),
i=1

gdzie {e;} jest dowolng baza ortonormalng V.
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Teoria Reprezentacji Grup Notatki z wyktadu

Uwaga 9.1: Charakter w algebrze

Charakter jest sumg diagonalnych wspoétczynnikéw macierzowych, zatem x,, € B(G).

9.1 Wtasnosci charakterow

1. Niezmienniczo$é na sprzezenia: x,(hgh™!) = x.(g). Funkcje o tej wtasnoéci nazywamy

funkcjami centralnymi (lub klasowymi).
2. Xr(e) =dimV.
3 X8 = Xn(®)-
4. Dla sumy prostej: X g0 = X + Xo-

5. Dla iloczynu tensorowego: X, ;g0 = Xt * Xo-

Funkcje centralne: stale na klasach sprzezonosci

Twierdzenie 9.1: Ortogonalnosc charakterow Niech 7 i ¢ beda nieprzywiedInymi re-
prezentacjami unitarnymi grupy zwartej G. Wéweczas:

S 1 jedlim=o
<?C7I/X¢T>L2(G) = fGXn(g)XU'(g) d‘u(g) = 0 jeéli TEo

9.2 Twierdzenie Petera-Weyla i Gestos¢é

Twierdzenie Petera-Weyla jest kamieniem wegielnym analizy harmonicznej na grupach zwartych.

Mozemy je sformutowaé w jezyku gestosci algebry wspoétczynnikow.

Twierdzenie 9.2: Twierdzenie Petera-Weyla (Aspekt gestosci) Przestrzen liniowa roz-
pieta przez wspoiczynniki macierzowe wszystkich nieprzywiedInych reprezentacji unitar-
nych grupy zwartej G jest gesta w:

e przestrzeni funkgji ciggltych C(G) w normie supremum,

e przestrzeni funkcji catkowalnych z kwadratem L?(G) w normie L?.

Z tego twierdzenia wynika wazny wniosek dotyczacy funkgji centralnych.

Twierdzenie 9.3: Baza funkcji centralnych ~ Charaktery {x} s reprezentacji nieprzy-
wiedlnych tworzg baze ortonormalng w podprzestrzeni funkgcji centralnych w L?(G),
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I oznaczanej L%ent (G).

Oznacza to, ze kazda funkcje centralng f € L2,,,(G) mozna rozwingé w szereg charakterow:

f=) fiOxe gdzief(m) = (f,xx).

neG

10 Rozktad reprezentaciji regularnej i wnioski

Twierdzenie 10.1: Rozktad L>(G) Lewa reprezentacja regularna A grupy zwartej G w
przestrzeni L2 (G) rozklada sie na sume prostg wszystkich nieprzywiedInych reprezenta-
¢ji unitarnych, przy czym krotnoé¢ wystepowania kazdej reprezentacji 7t jest réwna jej
wymiarowi d ;:

LG =z@Pdii=z@P VeV,

netG et d, razy

Przestrzeni L2(G)

&

4

7'[1(1)()

dr, = 2 kopie d,, = 3kopie

Kazda reprezentacja 7t wystepuje 4, razy

Jesli G jest grupg skoriczong,
to wymiar przestrzeni L?(G) (réwny rzedowi grupy |Gl|) jest suma kwadratéw wymiaréw
reprezentacji nieprzywiedlnych:

Gl= ) d2.

eG

11 Liczby algebraiczne i podzielnosé wymiarow

To sekcja poswigcona jednemu z najpiekniejszych wynikéw klasycznej teorii reprezentacji grup
skoriczonych.

Definicja 11.1: Liczba algebraiczna catkowita

Liczbe zespolong &« nazywamy algebraiczng calkowita, jesli jest pierwiastkiem wielo-
mianu unormowanego (wspoétczynnik przy najwyzszej potedze réwny 1) o wspdtczynni-
kach catkowitych:

" +a, "'+ +ay=0, a;€Z.

Zbiér tych liczb oznaczamy przez A.

Twierdzenie 11.1: Pierscieri liczb algebraicznych Zbiér A jest podpierécieniem ciata C.
Oznacza to, ze suma i iloczyn liczb algebraicznych catkowitych sg liczbami algebraicznymi
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I catkowitymi.

Dowéd wykorzystuje wlasnosci iloczynu tensorowego macierzy i wyznacznikéw.

Twierdzenie 11.2: Podzielnos¢ wymiarow Wymiar dowolnej nieprzywiedlnej reprezen-
tacji d,; grupy skoniczonej G jest dzielnikiem rzedu grupy |Gl.

dr |Gl

Kluczowym elementem dowodu jest wykazanie, ze liczba |G|/d,, jest liczba algebraiczng
catkowity. Poniewaz jest to liczba wymierna, a jedynymi wymiernymi liczbami algebraicznymi
calkowitymi sg liczby catkowite (A N Q = Z), dowdd zostaje zakoriczony.

12 Funkcje dodatnio okreslone

Definicja 12.1: Funkcja dodatnio okreslona

Funkgcje ciagla ¢ : G - C nazywamy dodatnio okreslong, jesli dla dowolnego skoriczo-
nego zbioru punktéw x4, ...,x,, € G i dowolnych liczb zespolonych ¢y, ..., c,, zachodzi
nier6wnosc¢: "

Z c,-c_]-gb(x]._lxi) > 0.

ij=1

Macierz A = (a;) gdzie a; = ¢p(x; 1x;) jest macierza dodatnio okreslong w sensie algebry
liniowe;j.

Uwaga 12.1: lloczyn Hadamarda

Iloczyn punktowy (Hadamarda) dwéch macierzy dodatnio okre$lonych jest macierza
dodatnio okreslong. Wynika stad, ze iloczyn dwéch funkgji dodatnio okreslonych na
grupie jest funkcjg dodatnio okreslona.

12.1 Wtasnosci i przyktady: Jadra Dirichleta i Fejera

Wréémy do analizy harmonicznej na okregu T = R /27 Z.

Przyktad : Jadro Dirichleta Dy jest zdefiniowane jako:

N sin((N +1/2)f)

— int
Pn(h) = HZZ_NE sin(t/2)

Jadro to nie jest funkcjg dodatnio okreslong w sensie globalnym (nie jest transformata
dodatniej miary skoriczonej, gdyz norma w L! rosnie logarytmicznie).

Przyktad : Jadro Fejera Fy powstaje jako Srednia arytmetyczna jgder Dirichleta (sumo-
walnosé metodg Cesaro):
N N 2
|n| ) 1 sin“((N + 1)t/2)
Fn() = ——= ) Dy(t) = (1——)el”f= :
N N+1k; « n:Z_N N+1 N+1  sin?(t/2)
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Poniewaz Fy () > 0, a wspétczynniki Fouriera sg splotem (w dziedzinie czestotliwosci),
jadro Fejera jest funkcja dodatnio okreslona.

13 Twierdzenie Herglotza i zwigzek z reprezentacjami

Istnieje gleboki zwigzek miedzy funkcjami dodatnio okre$lonymi a reprezentacjami unitarnymi.
Jeden kierunek jest prosty do wykazania.

Twierdzenie 13.1: Reprezentacja generuje funkcje dodatnio okreslong Niech i : G —
U (H) bedzie reprezentacja unitarng, a ¢ € H dowolnym wektorem. Wtedy funkcja

P(g) = (m(8)¢, &)

jest funkcjg dodatnio okreslong na G.

Dowdéd. Sprawdzamy definicje. Niech ¢y, ...,c,, € C oraz x4, ...,x,, € G.
DGO = ) T )¢S, &)
ij ij
=) o) E, T(x)E)
ij
= <Z Ciﬂ(xi)é’,zcjﬂ(xj)§>
i j
2
Z cin(xi)nj"

> 0.

L]
Dla klasycznej grupy liczb catkowitych Z (dyskretnej) zachodzi stynne twierdzenie charak-
teryzujace funkcje dodatnio okreslone.

Twierdzenie 13.2: Twierdzenie Herglotza Funkcja ¢ : Z — C jest dodatnio okre$lona
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje skoficzona miara dodatnia y na okregu jednostkowym
T, taka ze:

() = [ 2du(z) (=),

14 Konstrukcja Gelfanda-Naimarka-Segala (GNS)

Twierdzenie GNS to fundamentalny wynik pokazujacy, ze kazda funkcja dodatnio okres$lona
pochodzi od pewnej reprezentacji unitarnej (jest to odwrotnoé¢ Twierdzenia 13.1).

Twierdzenie 14.1: Twierdzenie GNS Dla kazdej funkgji dodatnio okreslonej ¢ na grupie
G (przyjmijmy dla uproszczenia grupe dyskretng lub rozwazmy odpowiednie algebry
dla grup topologicznych) istnieje:

e przestrzen Hilberta H, Y
e reprezentacja unitarna Tl G- U(H¢),

e wektor cykliczny ¢, € Hy,
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takie, ze dla kazdego ¢ € G:
P@Q) = <7T¢(g)€f¢, é‘¢>

Funkcja dodatnio
okreslona ¢

Generuje

~N

Forma na C[G]:
<f1;f2>¢ >0

Wydzielenie jadra N

-

N\

Przestrzen
ilorazowa
AN
Uzupelnienie
~ <
Przestrzen | Reprezentacja 71:
Hilberta H przesuniecia funkgji
(. J

Dowéd. Konstrukcja przebiega w kilku krokach.
Krok 1: Pre-przestrzeri Hilberta. Rozwazmy przestrzeni liniowg A = C[G] (skoriczone
kombinacje liniowe elementéw grupy). Definiujemy na niej forme péttoraliniowa:

fife= Y AEOLRWIY x).

x,yeG

Z zalozenia o dodatniej okreslonosci ¢, forma ta jest dodatnio okreslona (cho¢ moze by¢ zdege-
nerowana), tzn. (f,f)(l, > 0.
Krok 2: Iloraz i uzupelnienie. Rozwazmy zbiér wektoréw o zerowej diugosci (jadro formy):

N ={f€A:(f,f,=0}

Dzigki nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza N jest podprzestrzenig liniowg. Tworzymy przestrzen
ilorazowa A/ N. Na tej przestrzeni forma (-, -) , staje si¢ iloczynem skalarnym. Przestrzeri Hilberta
H ¢ otrzymujemy poprzez uzupelnienie A /N w normie zadanej przez ten iloczyn.

Krok 3: Definicja reprezentacji. Definiujemy dziatanie grupy G na A przez lewe przesunie-
cie:

M@ () =f(g™ ).

Nalezy sprawdzi¢, czy dziatanie to jest unitarne wzgledem naszej formy i czy zachowuje pod-
przestrzen N.

ADLA g =) f@TINF G Yoy 1x)
XY

Podstawiamy x’ = g—lx,y’ = g—ly — y‘lx — y/—lg—lgxr _ y'_l /

=) FEFWIPY ) = (f, g
x"y

Zatem operator jest izometryczny, wiec 77,(g) jest dobrze okre$lonym operatorem unitarnym na
H,.
¢

18 / 19



Teoria Reprezentacji Grup Notatki z wyktadu

Krok 4: Wektor cykliczny. Niech §, € C[G] bedzie funkcjg réwnga 1 w elemencie neutral-
nymeiow p.p. Niech ¢, = [.] bedzie klasa tego elementu w H,,. Obliczmy wsp6tczynnik
macierzowy:

=) 8,87 TPy ).
XYy
Suma jest niezerowa tylkodlay = ecorazg lx =¢ = x =g Wtedyy lx =¢"lg =g.

=1-1-¢@Q) = ¢(Q).

Wektor &, jest cykliczny, poniewaz jego przesuniecia A(g), = J, rozpinajg calg algebre C[G],
ktora jest gesta w Hy. O
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