Teoria reprezentacji grup
Notatki

1. Grupy dyskretne i grupy zwarte
Przyjmijmy, ze definicja grupy jest znana. W notatkach bedziemy rozwazali grupy dyskretne jak
rowniez grupy topologiczne zwarte, ktérych definicje warto przytoczyc¢.

Definicja 1.1. Niech (G, -) bedzie grupg, dodatkowo na G okreslona jest topologia. G jest grupa
topologicznaq, jesli dzialania:

o :(ny) —wTy,
o inv:x —ax !
sq ciggle w topologii G.

Przyktad 1.1. Grupami topologicznymi sa:

e grupa liczb rzeczywistych z dodawaniem (R, +),

e grupa liczb rzeczywistych bez zera z mnozeniem (R, "),

e grupy macierzowe SO(n),O(n), SU(n),U(n), GL(n) z dzialaniem mnozenia macierzy.
W dalszych rozwazaniach beda nas interesowaé grupy topologiczne zwarte.

Definicja 1.2. Grupe topologiczng G nazywamy grupe (lokalnie) zwartq, jesli G jest (lokal-
nie) zwarta jako przestrzen topologiczna.

Przyklad 1.2. Nastepujace grupy nie sa grupami zwartymi:

e nieskoniczone grupy dyskretne (grupa dyskretna jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy jest
skoniczona),

e grupy (R",+),
e grupa macierzowa GL(n).

Przyklad 1.3. Nastepujace grupy sa zwarte w topologii '

e U(n) - macierze unitarne. Kolumny maja dlugosé 1, wiec zbiér U(n) zawiera sie w kuli o
promieniu n. Ponadto U(n) mozna zapisaé¢ jako

{A = (’Ul,...,’l)n) : <1}i,’l}j> = 623} C (an.

Tloczyn skalarny jest ciagly na (C"Z, wiec powyzszy zbiér jest domkniety. Domkniete i
2
ograniczone podzbiory C" sg zwarte.



e SU(n) - macierze unitarne o wyznaczniku 1. Jest to podzbiér U(n), wystarczy pokazaé, ze
jest domkniety w U(n). Zbiér SU(n) jest domkniety w U(n), poniewaz jest przeciwobrazem
1 przez ciagla funkcje det.

e O(n) jest podzbiorem domknietym U(n), poniewaz jest przeciwobrazem zbioru 0 przez
ciagla funkcje (z1,...,z,2) — (Sx1,...,STp2).

e SO(n) jest podzbiorem SU(n) bedacym przeciwobrazem zbioru 0 przez funkcje jak po-
przednio.

Na grupach lokalnie zwartych istnieje pewna miara o szczegdlnych wlasnosciach.
Definicja 1.3. Lewq(prawa) miarqg Haara nazywamy miare p o wlasnosciach:
1. miara dowolnego zbioru zwartego jest skonczona,

2. jest zewnetrznie reqularna, tj. miare zbioru mozna przyblizaé przez miary zbiorow borelow-
skich otwartych zawierajgcych ten zbior,

3. jest wewnetrznie reqularna, tj. miare zbioru mozna przyblizac przez miary zbiorow zwartych
w nim zawartych,

4. Jest niezmiennicza na lewe(prawe) przesuniecia, tzn:

w(aS) = u(S) Ya e G,S CG.

Prawdziwe jest twierdzenie o istnieniu miary Haara na lokalnie zwartych grupach.

Twierdzenie 1.1. Na lokalnie zwartej grupie istnieje z dokladnoscig do mnozenia przez skalar
lewa (prawa) miara Haara.

Przyklad 1.4. Miarami Haara na grupach sa:
e na grupie (R", +) miarami Haara sa krotnosci miary Lebesgue’a,

e na grupie (R, ,-) miarami Haara sa krotnosci

((A) = / L.

A ltl
Jedli grupa G jest zwarta, to miara calej przestrzeni jest skoficzona (wewnetrzna regularnosé),
mamy wiec jednoznacznosé.
Twierdzenie 1.2. Na grupie zwartej istnieje jedyna lewa (prawa) probabilistyczna miara Haara.

Mozemy sie zastanawiac, czy lewe i prawe miary Haara na grupie G pokrywaja sie z dokltadno$cig
do skalarnego czynnika.

Definicja 1.4. Grupa G jest unimodularna, gdy kazda lewa i prawa miara Haara pokrywajg
sie z dokladnoscig do stalego czynnika.

Nie kazda grupa jest unimodularna, mozna podac¢ przyklady takich grup lokalnie zwartych.



Przyktad 1.5. Rozwazmy grupe "ax+b”, ktéra jest grupa przeksztalcen liniowych postaci

{ax+b:a>0,beR}

ze sktadaniem przeksztalcen. Grupa ta jest izomorficzna z grupa macierzy postaci

{2 4 a>onex).

Izomorfizm miedzy tymi grupami jest zadany w kanoniczny sposéb. Wyliczmy lewa miare Haara.

Liczymy

a bl |z y| _ |ax ay+b

0 1/|0 1| |0 1 '
Szukamy tej miary jako miary z gestoscia, czyli postaci f(z,y)dzdy dla pewnej funkeji f. Zatem
musi by¢

f(z,y)dzdy = f(ax,ay + b)a*dzdy.

1
Funkcja spelniajaca ten warunek jest f(z,y) = —. Wyliczamy prawa miar¢ Haara. Liczymy
x

xz y|la b |ax bzr+y

0 1/]0 1] |0 1 '
Szukamy tej miary jako miary z gestoscia, czyli postaci g(z, y)dzdy dla pewnej funkcji g. Zatem
musi by¢

g9(z,y)dzdy = g(ax,bx + y)adzdy

1
Funkcja spelniajaca ten warunek jest g(z,y) = —. Nie zachodzi réwnosé f(z,y) = Kg(z,y) dla
x

zadnej stalej K, zatem grupa nie jest unimodularna.

Bardzo czesto zdarza sie to, ze grupa jest unimodularna, wystarczy zazadac, aby byta np. abelowa
lub zwarta.

Twierdzenie 1.3. Jesli grupa jest zwarta, to jest unimodularna.

Dowdéd. Niech p bedzie lewa probabilistyczna miara Haara.Rozwazmy miare pu?(A) = u(Ag). Jest
to lewa miara Haara, wiec u? = §(g)u dla pewnej stalej g. Sprawdzamy, ze 6(gh) = 6(g)d(h).
Ponadto § jest ciagla, poniewaz

6(g) = n(G)/u(G) = p(G).
Miara Haara jest ciaglta, wiec d jest ciagle. Czyli mamy homomorfizm
6 : G — R+.

Zauwazamy, ze G jest unimodularna wtedy i tylko wtedy, gdy d jest stale réwna jeden.
Jesli G jest zwarta, to §(G) jest zwarta podgrupa R, czyli musi by¢ trywialna. O

Miara Haara jest przydatna do calkowania po grupie.



Definicja 1.5. Calke z funkcji f : G — C wzgledem miary Haara oznaczamy

/Gf(g)dg-

Uwaga 1.1. Jedli grupa jest skoniczona, to calka z funkcji f wzgledem probabilistycznej miary
Haara wynosi

‘faZf(g)-

geG

2. Reprezentacje liniowe grup

2.1. Definicja i podstawowe fakty
Wprowadzimy kluczowe pojecie dla teorii reprezentacji.
Definicja 2.1. Reprezentacjq liniowq grupy G nazywamy odwzorowanie = : G — GL(V)
takie, ze
7(g192) = m(91)7(g2) V91,92 € G.
Wymaiarem reprezentacji nazywamy wymiar przestrzeni V.

Przyklad 2.1. Niech G = Z,,. Wiedy m (k) = 2R/ jest reprezentacjq, takze ma(k) =
|: 2nik/n
e

0 27‘-7;]6/”:| jest reprezentacjq.
e
Szczegdlnie wazng klase reprezentacji stanowia tzw. reprezentacje nieprzywiedlne.

Definicja 2.2. Niech 7 bedzie reprezentacjg. Podprzestrzen domknietg Vo <V nazywamy nie-
zmienniczq, gdy 7(g)Vo C Vo dla kazdego g € G.

Definicja 2.3. Reprezentacje m nazywamy nieprzywiedlnag, gdy jedynymi jej podprzestrzeniamsi
niezmienniczymi sq przestrzenie {0} i V.

Przyktad 2.2. Reprezentacja m z przykladu 2.1 jest nieprzywiedina, reprezentacja mo jest przy-
wiedlna.

Definicja 2.4. Wektor v nazywamy cylkicznym, gdy podprzestrzen
n
() ajm(g))VigieG:N=12..}
j=1
jest calg przestrzenig V.

Fakt 2.1. Reprezentacja m jest nieprzywiedina wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wektor v € V' jest
cykliczny.

Definicja 2.5. Dwie reprezentacje m = (G, V1) i ma = (G, V2) s¢ réwnowazne, jesli:
e istnieje izomorfizm ¢ : Vi — Vo,

e dila kazdego g € G mamy ¢ *ma(g9)d = m1(g).



Jedli dwie reprezentacje sa rownowazne, to traktujemy je tak, jakby byly identyczne, dlatego
czasami méwimy o klasie abstrakcji reprezentacji [r].

Definicja 2.6. Reprezentacje nazywamy unitarna, gdy wszystkie operatory m(g) s¢ unitarne.

Dzigki kolejnemu twierdzeniu mozemy ograniczy¢ rozwazane przez nas reprezentacje do repre-
zentacji unitarnych.

Twierdzenie 2.1. Dia kazdej reprezentacji m na przestrzeni Hilberta istnieje réwnowazna re-
prezentacja 7, ktora jest unitarna.

Dowéd. Wprowadzimy nowy iloczyn skalarny na V'

mw=4wmew%

Sprawdzmy, ze jest to iloczyn skalarny: péttoraliniowosé jest oczywista, warunek niezerowania sig¢
na niezerowych wektorach wynika z ciaglodci iloczynu skalarnego (miara Haara ma te wlasnosé,
ze j1(A) > 0 dla otwartego A).

Sprawdzmy, ze w tym iloczynie skalarnym reprezentacja 7 jest unitarna.Liczymy:

@@yl = [ (o). n(o)n(yuid, = |

G(ﬂ(gm)@,ﬁ(gm‘)tu)dg = / (m(g)v, m(g)w)dy =

G
O

Kazda reprezentacje bedziemy prébowaé rozlozy¢ na ”sume” reprezentacji nieprzywiedlnych. W
tym celu zdefiniujemy sume prosta reprezentacji.

Definicja 2.7. Sumgq prostq reprezentacji m1 = (G, V1) i my = (G, Va) nazywamy reprezentacje
m @ e = (G, V1 ® V) zdefiniowang nastepujgco:

T @ m2(g) = (m1(9), 72(9))-
Aby rozkladaé reprezentacje na sume reprezentacji nieprzywiedlnych potrzebujemy lematu.

Lemat 2.1. Jesli V jest podprzestrzeniq niezmienniczq reprezentacji, to VOL tez jest podprze-
strzeniq niezmienniczq.

Dowdd. Niech v € Vi, w € V5= Pokazemy, ze jesli [v,w] = 0, to takze [v, 7(g)w] = 0. Mamy
[v, m(g)w] = [7"(v), w] = [r~" (g)v,w] = [(g™")v, w] = 0.
O

Whniosek 2.1. Kazdg reprezentacje mozna roztozyé na sume prostq reprezentacyi nieprzywiedl-
nych.

Dowdd. Stosujemy indukcje i poprzedni lemat. O

[v, w].



2.2. Reprezentacje ciggle grup

Definicja 2.8. Niech 'H bedzie przestrzeniq Hilberta, G bedzie grupg topologiczng. Reprezentacja
(m,H) tej grupy nazywamy odwzorowanie m : G — B(H) spelniajgce:

(i) dla dowolnych g,h € G mamy 7(g)w(h) = w(gh),
(i) odwzorowanie T jest ciggle w mocnej operatorowej topologii.
Ostatni warunek mozemy zastapi¢ innymi, pokazuje to kolejny lemat.

Lemat 2.2. Niech 7 bedzie odwzorowaniem unitarnym spetniajacym warunek (i) z definicji 2.8.
Wtedy nastepujgce warunki sg rownowazne:

(i) odwzorowanie w jest ciggle w mocnej operatorowej topologii, tzn. dla dowolnego & i g, — ¢
mamy

7(gn)€ — 7(9)§.

(i) odwzorowanie m jest ciggle w stabej topologii operatorowej, tzn. dla dowolnych £,m 1 g, — ¢
mamy

(m(gn)&;m) — (m(9)€,m) -

(i1i) odwzorowanie ¢ : G — C dane jako

¢(9) = (m(9n)&, &)
jest ciggle.

Dowdd. Implikacje (i) = (ii) i (i4) = (9i4) sa oczywiste. Pozostaje do pokazania implikacja
(#41) = (i). Rozwazmy norme réznicy

17w (9)€ = m(R)EI* = IIElI* + [IE]* — 2R (m(g)€, m(h)€) = 2[|¢]|* — 2R (m(h ™ g)€, &) — 0.

2.3. Przyklady reprezentacji

W tym rozdziale podamy kilka waznych reprezentacji grup pojawiajacych sie czesto w teorii.

2.3.1. Reprezentacja trywialna

Rozwazmy reprezentacje (mo, V) gdzie V jest dowolna przestrzenia liniowa (Hilberta) zdefinio-
wang jako

mo(g) =1

dla kazdego g € G. Sprawdzamy, ze rzeczywiscie jest to reprezentacja. Kazda grupa taka repre-
zentacje ma. Dodatkowo, jesli dim V' = 1, to jest to reprezentacja nieprzywiedlna, nazywamy ja
wtedy reprezentacja trywialng.



2.4. Reprezentacja signum

Wiemy, ze kazda grupa G jest izomorficzna z pewna podgrupa Sym(X) (grupa permutacji zbioru
X). Grupa Sym(G) (czyli kazda grupa) ma reprezentacje zwana reprezentacja signum (7, R)
zdefiniowana jako

m(g9) = sgn(g).

2.5. Lewa i prawa regularna

Niech z € G. Wtedy A, zdefiniowana jako

A@)f)(y) = f(xy)
jest reprezentacja algebry Frobeniusa (patrz kolejny rozdzial) nazywana lewa regularna. Mo-
zemy sprawdzié, ze rzeczywiScie jest to reprezentacja

M)A f(2) = f(zyz) = May) f(2).

Analogicznie mozemy zdefiniowaé reprezentacje prawg regularna

p(@)f(y) = f(yz).

3. Algebry Frobeniusa

Definicja 3.1. Algebra grupowa grupy G nad cialem K to
K[G]={f:G — K :supp f -skoriczony}.

Na algebrze grupowej mamy okreslone:

e dodawanie i mnozenie razy skalar,

e mnozenie, ktore jest splotem
fix fao(x) =Y filay ) fa(y),
e
e inwolucjq jako f*(g) = f(g=1).
Baze algebry grupowej stanowia delty Diraca d, dla wszystkich x € G, czyli takie funkcje, ze

5a(y) = 1dlay==x,
== 0dlay#z.

Splot 0, * d, jest funkcja d,y, sprawdzamy:

O *6y('z> = Z 590(29_1)5?/(9) = 690(Zy_1)61/<y) = 590(Zy_1) = 6a:y(z)

geG

Definicja 3.2. Na algebrze grupowej istnieje funkcjonat sladowy zdefiniowany jako



Twierdzenie 3.1. Funkcjonal Sladowy ma wlasnosé Tr(f x g) = Tr(g* f).
Dowdd. Wystarczy sprawdzi¢ na bazie, poniewaz splot i Tr sg liniowe. Mamy
1jedliz =y,

1

¥(00 % 0y) = Tr(0ay) = 0uy (e) {Ojeélix;&y.

Analogiczne obliczenia przeprowadzamy dla Tr(d, * d,). O
Przez analogie mozemy zdefiniowaé reprezentacje algebry grupowe;j.
Definicja 3.3. x-Reprezentacja algebry (A, +,x, %) z inwolucjg to homomorfizm

7o — B(H).

Uwaga 3.1. Dla przestrzeni Hilberta dodawanie to dodawanie operatoréw, mnozenie to sktada-
nie, inwolucja to sprzezenie.

Okazuje sie, ze mamy odpowiednio$¢ miedzy reprezentacjami grupy a reprezentacjami algebry
grupowe;j.
Twierdzenie 3.2. Dla kazdej reprezentacji m grupy G na przestrzeni liniowej V 7 zdefiniowane

jako

7 =3 fo)n(g)

geG

jest reprezentacjq algebry grupowej. Na odwrét, jesli w jest reprezentacjq algebry grupowej, to

m(g) = 77’(59)
jest reprezentacjqg grupy G.
Dowdéd. Nalezy sprawdzié trzy wlasnosci x-reprezentacji algebry grupowej:
e Homomorfizm ze wzgledu na dodawanie jest oczywisty.

e Homomorfizm ze wzgledu na mnozenie:

n(f)r(g) = <Z f(x)W(fv)> S gwr) | = > fla)gl)r(ay) =

zeG yeG z,yeG

=33 flay gw)m(z) = ([ *g).

zeGyeG

e Inwolucja. Nalezy pokazaé, ze 7(f*) = 7(g)". Zapisujemy

geG
7= florg™) = flgn(g)* =
geG geG



O

Twierdzenie 3.3. Jesli reprezentacja grupy m jest nieprzywiedina, to odpowiadajgca jej repre-
zentacja algebry takie. Na odwrét: jesli reprezentacja algebry jest nieprzywiedilna, to grupy takze.

Dowdd. Sprawdzamy, ze kazdy wektor jest cykliczny. Gdyby reprezentacja algebry miala pod-
przestrzen niezmiennicza, to bytaby to podprzestrzen niezmiennicza dla

{7(dg) : g € G},
czyli bytaby niezmiennicza dla m. Odwrotnie, jesli 7 miataby podprzestrzen niezmiennicza, to z

definicji reprezentacji 7 algebry bylaby to podprzestrzen niezmiennicza takze dla reprezentacji
algebry. O

4. Lemat Schura

4.1. Wersja skonczenie wymiarowa
Sformulujemy (w kilku wersjach) lemat przydatny w dowodzeniu twierdzen z teorii reprezentacji.

Twierdzenie 4.1. Lemat Schura, wersja I Zatoimy, ze w jest nieprzywieding reprezentacjq
algebry grupy G (skonczenie wymiarowq). Jesli operator A komutuje ze wszystkimi operatorami
ze zbioru {m(g) : g € G}, to jest homotetig (jest postaci cI dla pewnego c.

Dowdd. Rozwazmy relacje Am(g) = m(g)A, sprzegamy ja obustronnie, dostajemy A*w(g) =
A*

m(g)A*. Zatem operator B = jest samosprzezony i spelnia relacje komutacji. Opera-
tor samosprzezony ma wektor wlasny odpowiadajacy wartosci wlasnej A. Sprawdzamy, ze prze-
strzen rozpieta przez wektory wlasne odpowiadajace wartosci wlasnej A tworza podprzestrzen

niezmiennicza. Istotnie, jesli v jest wektorem wlasnym odpowiadajacym wartosci wlasnej A, to

Bv =M

m(g)Bv = Ar(g)v = Br(G)v

Czyli 7(g)v jest wektorem wlasnym odpowiadajacym wartosci wlasnej A. Z nieprzywiedlnosci
przestrzen ta jest albo zerowa (co wykluczyliSmy) albo jest caly przestrzenia. Jest cala prze-

strzenia, zatem B = AI. Podobnie robimy dla operatora samosprzezonego C' = 5 Czyli
i
A=cl. O

Twierdzenie 4.2. Lemat Schura, wersja II Jesli w1, 7o sq¢ dwiema nieprzywiedlnymi repre-
zentacjami i istnieje takie T, zZe

Tmi(g) = ma(g)T
dla kazdego g € G, to T =0 albo 71,72 sq réwnowazne.

Dowdd. Sprzegamy relacje Tmi(g) = m2(g)T, dostajemy T*m(g) = ma(g)T™, stad

TT*m(g) = Tra(g)T* = m1(g)TT™.

Podobnie dla T*T.Z poprzedniego lematu T*T = TT* = ¢l (dlaczego to samo c-patrz kolejny
dowéd), czyli



S =c V2T
jest unitarny (z dodatniosci T'T* liczba ¢ > 0). Dalej

Sti(g) = m2(g)S

Smi(9)S~! = mal(g),

gdzie S jest liniowym izomorfizmem. Stad réwnowaznos$é (unitarna) reprezentacji. O

Whiosek 4.1. Kazda nieprzywiedlna reprezentacja grupy abelowej jest jednowymiarowa.

4.2. Wersja nieskonczenie wymiarowa

Mozemy pokaza¢ tez nieskonczenie wymiarowa wersje lematu Schura. Nie da si¢ bezposrednio
przepisa¢ dowodu, poniewaz ograniczony operator na przestrzeni Hilberta nieskonczenie wymia-
rowej mozenie mie¢ wartosci wlasnej. Jednakze, jesli zamiast istnienia wartosci wlasnej wykorzy-
stamy twierdzenie spektralne, to da sie udowodnié¢ lemat Schura.

Twierdzenie 4.3. (Lemat Schura, wersja nieskonczenie wymiarowa) Jesli B: H — H
jest ograniczony, (w1, H), (m2, H) s¢ dwiema nieprzywiedlnymi reprezentacjami grupy topologicz-
nej oraz

Bma(g) = m2(9)B

To B =0 lub reprezentacje s¢ rownowazne.

Dowdéd. Podobnie jak w skonczenie wymiarowej wersji lematu mamy

BB*m(g9) = m(9)BB",

gdzie BBx jest normalny i dodatnio okreslony. Istnieje wiec rozklad spektralny

BB :/ AE(N).
o(B)

Z twierdzenia spektralnego komutowanie z BB* jest réwnowazne komutowaniu z FE(A). Dla
kazdego A podprzestrzen F(A\)H jest niezmiennicza i domknieta (jako, ze E()) jest projektorem
ortogonalnym), zatem E(A) =0 lub E(\) = I. Stad poniewaz
0< B(\) < E() <1
dla A1 < Ao. Zatem BB™* = ¢l. B jest ograniczonym operatorem, jest “na”, ponadto pokazujemy,
ze jest 71-17:
c|z||?* = (BB*z,z) = (B*xz, B*z) = || Bz|?,
stad Bx = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy * = 0. Zatem B jest odwracalny i jego odwrotno$c¢ jest
réwna —B*. Zatem operator
c
1
Ve

jest unitarny, co dowodzi unitarnej réwnowaznosci reprezentacji 7y i mo. O

S B

10



5. lIloczyn tensorowy przestrzeni i reprezentacji na prze-
strzeni Hilberta

5.1. Iloczyn tensorowy przestrzeni Hilberta

W tym rozdziale w ograniczonym zakresie pokazemy elementy teorii tensoréow potrzebne do
dalszych rozwazan. Zalézmy, ze mamy dwie przestrzenie Hilberta H; i Ho. Mozemy je utozsamiaé
z przestrzeniami ¢? nad pewnymi zbiorami X1, X». Wtedy mamy:

EQ(Xl) ® €2(X2) = fz(Xl X XQ)
Nastepnie definiujemy podstawowe elementy (tensory proste) iloczynu tensorowego, sa to

1@ fa(zy,22) = fi(x1) f2(22).

Kazda funkcje z £2(X; x X») mozna zapisaé¢ jako kombinacje liniowa skonczenie wielu tensoréw
prostych (uwaga - nie ma tu jednoznacznoéci). Na £2(X; x X5) zadajemy tez iloczyn skalarny
(na tensorach prostych) jako

(f1 ® f2,h1 @ ha) = (f1, h1) (fa, ha) .

Na ogdlne funkcje przedtuzamy ten iloczyn liniowo.Mozna pokazaé, ze rzeczywiscie definiuje to
iloczyn skalarny.

Twierdzenie 5.1. Jesli dim Hy, dim Hy < oo i {e;}j_q, {f;}j2;1 stanowig bazy ON, to
{e;@fr:i=12,...,nk=12,...,m}
stanowi baze ON Hi @ Hs.

Dowdéd. Sprawdzamy relacje ON z definicji iloczynu skalarnego. O

5.2. Iloczyn tensorowy operatoréow

Aby zdefiniowa¢ iloczyn tensorowy reprezentacji potrzebujemy zdefiniowa¢ iloczyn tensorowy
operatorow na przestrzeni Hilberta, w skonczenie wymiarowej sytuacji iloczyn tensorowy macie-

rZ7y.

Definicja 5.1. Zaldézimy, ze mamy dwa operatory

T1 . Hl — H17
TQ : HQ - H2-
Definiujemy operator Ty @ Ty jako

T1 Ty : Hi ® H1 — Ho Q@ Ho,

T @ T(r®y) = (Tir) ® (Tay).
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Przyktad 5.1. Jedli Ty = (a;;) jest macierza n x n, T jest macierza (b;;) wymiaréw m x m, to
Ty ® Ty jest nastepujaca macierza:

aiiTy apTr---  apTs biiTv  bi2Th--- bin/Ty
ToTe = |g,T, = | b1 Ty
aang e annTz bmlTl e bmmTl

Przyklad 5.2. Jesli mamy dwie nastepujace macierze 2 x 2

oofp o g

to ich iloczyn tensorowy wyliczamy nastepujaco

5 1 2 6 1 2 5 10 6 12

A®B— 3 4 3 4 _ |15 20 18 24
. 1 2 3 1 2 7 14 8 16

3 4 3 4 21 28 24 32

Tloczyn tensorowy operatoréw ma wiele przydatnych w zastosowaniach wtasnoéci, ponizej kilka
z nich.

Fakt 5.1. Tloczyn tensorowy dla operatoréw T4, 75,75, T, ma nastepujace wlasnosci:
1. addytywnos$¢ (Th + To) @ T3 =T1 @ Tz + To ® T3,
2. mnozenie przez skalar Va € C(aT1) @ To = To @ (aT3) = a(T1 @ Ts),
3. skladanie operatoréw (T} @ T2)(T5 @ Ty) = (ThT3) @ (ToTy).

6. Relacje ortogonalnosci wspotczynnikéw reprezentacji uni-
tarnych

6.1. Algebra Fouriera-Stieltjesa

W tym rozdziale pokazemy, jakie znaczenie maja reprezentacje nieprzywiedlne i dlaczego akurat
te klase reprezentacji si¢ wyrdznia.

Definicja 6.1. Niech G bedzie grupg. Definiujemy dualng do G jako

G = {[n] : 7 - reprezentacje nieprzywiedine unitarne grupy G}.

Rozwazmy teraz dowolna reprezentacje unitarna nieprzywiedlna 7 grup G. Poszczegdlne macierze
m(g) z tej reprezentacji maja postaé

(g) = (D5 (9) "7,

gdzie D7;(g) beda odgrywaé wazng rolg w dalszych rozwazaniach.
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Definicja 6.2. Wspéiczynnikami reprezentacji m grupy G nazywamy funkcje G — C zdefi-
niowane jako

Dfy = (w(g)ei, e;) -

Algebrq Fouriera-Stieltjesa nazywamy przestrzen liniowq rozpielq na wspélczynnikach repre-
zentacji z G, oznaczamy jg przez B(G).

O algebrze Fouriera-Stieltjesa mozemy mys$le¢ jako o przestrzeni ”uogélnionych wielomianéw
trygonometrycznych”. Uzasadnienie tej interpretacji mozna zobaczy¢ w przykladach.

Przyktad 6.1. Rozwazmy grupe (Z,+). Jest to grupa abelowa, wiec wszystkie reprezentacje
unitarne sa jednowymiarowe, wiec sa postaci

7 (n) = '™,
Sprawdzamy, ze B(G) to w tym wypadku wielomiany trygonometryczne, zbiér G to

é:{ﬂttteR}.

Przyklad 6.2. Rozwazmy grupe (R, ). Jej reprezentacje unitarne nieprzywiedlne ciagle sa po-
staci
tw.

mi(z) = €

Mozemy sprawdzié, ze sa to jedyne reprezentacje nieprzywiedlne: ustalamy warto$é = (1), na tej
podstawie kolejno wnioskujemy jakie muszg by¢ 7(n) i m(n/m) dla calkowitych n, m. Nastepnie
z ciaglosci pozostale wartosci.

Algebra Fouriera-Stieltjesa ma dodatkowa, wazna wlasnosé.
Twierdzenie 6.1. Algebra Fouriera-Stieltjesa jest algebrg na mnoZenie punktowe, tzn

Dzrjl Dchrl2 (z) = Z as,tﬂrD;Tt(x)
TFIGASA,tGN

dla kazdego x € G. MnozZenie to mnozenie punktowe funkcji f - g(x) = f(x)g(x).
Aby udowodnié to twierdzenie wykorzystamy iloczyn tensorowy reprezentacji.

Definicja 6.3. Iloczynem tensorowym reprezentacji (w,V), (o, W) nazywamy reprezentacje
(r®o, VW) zdefiniowang jako

T®o(g) =m(g9) ®a(g).

Z wlasnosci (3) z faktu 5.1 mamy, ze iloczyn tensorowy reprezentacji jest reprezentacja, poniewaz

T®o(g)r®o(h) =n(g) ®o(g)n(h) @ o(h) =
= (m(g)m(h)) ® (o(g)a(h)) = w(gh) x o(gh) = 7 @ o(gh).

Ponadto mozemy sprawdzi¢, ze iloczyn tensorowy reprezentacji unitarnych reprezentacji unitar-
nych jest reprezentacja unitarna.
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(r@o(g)(z®y),m®a(g)(z®1)) = (r(g)z®a(g)y,(9)z ®a(g)t) =
= (n(9)z,m(9)2) (0(9)y, 7 (9)t) = (z,y) (2, 1) = (r @y, 2 @ 1)

Analogiczna wlasnosé nie zachodzi dla nieprzywiedlnosci: iloczyn tensorowy reprezentacji nie-
przywiedlnych jest z reguly reprezentacja przywiedlna. Mozemy wréci¢ do zasadniczego dowodu
twierdzenia 6.1.

Dowdéd. Obliczamy

DZ;lsz (9) = (m1(g)es, e5) (ma(g)ew, er) = (m1(g)es ® ma(g)ex, e; D er) .

Wynik to wspélezynnik pewnej reprezentacji unitarnej (niekoniecznie nieprzywiedlnej). Jednak-
ze, reprezentacja ta rozklada sie na reprezentacje nieprzywiedlne, wiec jest to kombinacja liniowa
wspolczynnikow reprezentacji nieprzywiedlnych. O

6.2. Twierdzenia o ortogonalnosci i zupelnosci wspétczynnikéw macie-
rzowych

Przejdzmy teraz do dowodu jednego z najwazniejszych twierdzen teorii reprezentacji.

Twierdzenie 6.2. Jesli o, 8 sq skoriczenie wymiarowymi reprezentacjams nieprzywiedInymi uni-
tarnymi grupy G, to

—_ 1
D (x) Dy (x)dz = ———0sdindji.
/G % (2) Dy (z)dee a(a) D Oit
Dowdéd. Niech B bedzie operatorem B : c4B) - (Cd(a).Okreélmy

B = z)Ba(z~ ) dx.
B~ [ 8o)Baa)d
Chcemy skorzysta¢ z lematu Schura. Istotnie
505 = | Bs@Batw) de = | fya)Bole) de -
— [ B@Baty 2 d = [ 5@)Bat:) aly) dz = Ba(y).
G G

Z lematu Schura (wersja II) mamy, ze B = cl, gdzie ¢ = 0 jedli a # 3 oraz

1
= ——TrB,
c ) T
zatem
B=buy— TrB
= 0aB 5~ r
’d(a)
Dobieramy B = 0,10k, wtedy Tr B = §;0;;, jak réwniez (po wykorzystaniu tego, ze « jest
unitarna) 8(z)Ba(z) = Df—"j(x)Dfl(x), co daje teze. O
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Pokazemy, ze B(G) jest gesty w C[G] = L*(G, dx), w tym celu skorzystamy z twierdzenia Stone’a-
Weierstrassa (wersja skonczenie wymiarowa).

Twierdzenie 6.3. (Stone-Weierstrass) Niech A bedzie podprzestrzeniq liniowq funkcji na
zbiorze skoriczonym Y, wtedy jesli

e Vf.ge A: fg € A punktowo,
o A rozdziela punkty
to A stanowi wszystkie funkcje na'y .

Uwaga 6.1. W nieskoficzenie wymiarowej wersji twierdzenia Stone’a-Weierstrassa potrzebujemy
dodatkowo, aby f € A = f € A, ale to w wypadku wspdlczynnikéw reprezentacji réwniez to
jest prawdziwe, mozna to pokazaé przy uzyciu reprezentacji sprzezone;j.

Dowod. Wystarcz, ze uda si¢ zrealizowaé 6, dla kazdego x € Y. Niech f,, bedzie funkcjg roz-
dzielajaca punkty = # y. Wtedy

O

Dla kompletnosci dowodu, ze B(G) = C[G] wystarczy pokazaé, ze zachodzi warunek (2) z twier-
dzenia 6.3, poniewaz (1) zostal juz pokazany jako konkluzja rozdziatu 6.1. Pokazanie, ze B(G)
rozdziela punkty konczy dowdd.

Lemat 6.1. Algebra B(G) rozdziela punkty.
Dowdéd. Rozwazmy reprezentacje lewa regularna i funkcje

fy(@) = A(@)de, 0y) -

Jest ona funkcja rozdzielajaca punkty x,y. Lewa regularna jest reprezentacja, czyli rozbija sie
na sume reprezentacji nieprzywiedlnych, zatem f, jest kombinacjg liniowa wspélczynnikéw re-
prezentacji. O

7. Charaktery reprezentacji

Charaktery reprezentacji sg bardzo przydatne w rozréznianiu i zliczaniu reprezentacji nieprzy-
wiedlnych, poniewaz mamy wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy charakterami repre-
zentacji a samymi reprezentacjami.

Definicja 7.1. Charakterem reprezentacji m nazywamy funkcje x» : G — C dang wzorem

X (9) = Tr(7(g))-

Definicja 7.2. Funkcjg centralng na grupie G nazywamy funkcje f : G — C spelniajgcg

f@) = flyzy™)
dla kazdego y € G.

7 wlasnoéci §ladu sprawdzamy, ze kazdy charakter jest funkcja centralng. Mozemy podaé uzy-
teczne twierdzenie charakteryzacyjne dla funkcji centralnych.
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Twierdzenie 7.1. Niech G bedzie grupg skonczong. Nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(i) funkcja f jest centralna,
(i) funkcja f jest w centrum C[G].

Dowdd. Funkcja centralna spelnia

Oy * f(x) = [ % 0y(x)

dla kazdego y € G, zatem jest w centrum grupy. To pokazuje implikacje z (i) do (ii). Aby pokazaé
implikacje przeciwna z tacznoéci splotu wystarczy sprawdzi¢, ze dla funkcji z centrum mamy

Oy * fx0,-1(x) = f(x)
dla kazdego y, poniewaz oznacza to dokladnie warunek z definicji bycia centralnym. Ale to

zachodzi, bo f jest w centrum. O

Rozpatrzmy teraz podprzestrzen funkcji centralnych w C[G]. Pokazemy, ze charaktery reprezen-
tacji nieprzywiedlnych stanowig baze tej podprzestrzeni. W tym celu bedzie potrzebny lemat.

Lemat 7.1. Prawdziwy jest wzor

1
1 -
/Dw yxy d(ﬂ)éwxw(x).

Dowdd. Rozpiszemy wspolczynnik macierzowy pod calka i skorzystamy z relacji ortogonalnoéci.

d(m)
/D” yry~ dy—Z/ D}, (y) Dij(wy ™y = Y / D7 (y) Dia(x) D (y~H)dy =
k,l=1
d(m) d(m)
Z/D Y) Dy (x :ZDkl /D (y)dy =
k,l=1 =1
d(m) d(m)

Z Dy (x 51j§kl i Z Dy (x )57jxﬂ(x)-

k=1

O
Majac powyzszy wzor mozemy zapisa¢ dowolng funkcje centralng w bazie ztozonej z charakteréw.

Twierdzenie 7.2. Charaktery reprezentacji nieprzywiedlnych stanowiq baze ortonormalng pod-
przestrzeni funkcji centralnych w C[G].

Dowdd. Ortonormalnosé wynika z relacji ortogonalnosci dla wspélczynnikéw macierzowych. Spraw-
dzimy, ze jest to uklad zupelny.Niech f bedzie dowolna funkcja centralna, wtedy mamy

_ 1 _ Cy
/fya:y )dy = / > Dijlyayt)dy = 2. d(ﬂ)xw(fv)

7rEG ]
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Wynika stad bardzo wazny wniosek: reprezentacje unitarne sg réwnowazne wtedy i tylko wtedy,
kiedy maja takie same charaktery.

Fakt 7.1. Niech m,0 bedg dwiema reprezentacjami, wtedy:

® Xrao(T) = Xx(2) + X0 (2),
* Xrao(®) = Xr(®)Xo(2).

Whniosek 7.1. Jesli m = @mim, gdzie m; sq reprezentacjami nieprzywiedinymi, to

<X7r7 X'fr,,) =m;

Whiosek 7.2. Rozwazmy charakter odpowiadajgcy reprezentacji lewej regularnej. Jest to

|G| jesli g = e,
xalg) =
0 wpp,

wtedy

m; = (Xx, Xr,) = d(m).

Stad reprezentacja lewa regularna skliada sie ze wszystkich reprezentacji nieprzywiedlnych grupy
G, kazda z krotnoscig rowng wymiarows.

Whniosek 7.3. Liczqge dlugo$é charakteru x dostajemy wzor

Gl= d(m)*.

re@

Whniosek 7.4. Powyzisze liczby sq rowne:
o liczba reprezentacji nieprzywiedinych grupy G,
o wymiar podprzestrzeni funkcji centralnych,
e liczba roznych charakterow,

e liczba orbit w grupie G.
Whniosek 7.5. Jesli grupa jest abelowa, to ma tyle reprezentacyi nieprzywiedinych ile wynosi jej
rzqd.
8. Liczby algebraiczne a teoria reprezentacji
Celem tego rozdziatu bedzie udowodnienie twierdzenia, ze jesli 7 jest nieprzywiedlna, to

d(m)|G.

W tym celu bedziemy potrzebowali kilku lematow i wprowadzenia ogdlnej teorii liczb algebra-
icznych.
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Definicja 8.1. Liczbg algebraiczng nazywamy liczbe, ktdra jest pierwiastkiem wielomianu
o wspdlczynnikach catkowitych. Liczbg algebraiczng catkowitq nazywamy liczbe, kiora jest
pierwiastkiem wielomianu o wspotczynnikach calkowitych © wspolczynniku wiodgcym 1 Zbior liczb
algebraicznych calkowitych bedziemy oznaczaé przez A.

Przyklad 8.1. Liczba V2 jest pierwiastkiem wielomianu > — 2 = 0, jest wiec algebraiczna
1
catkowita. Liczba — jest pierwiastkiem wielomianu 2z — 1 = 0, wiec jest algebraiczna, ale nie

algebraiczna catkowita.

Lemat 8.1. Mamy ANQ =Z.

Dowdd. Niech b € A, ulamek nieskracalny. Po wymnozeniu wielomianu, ktérego b jest pier-
q q

wiastkiem przez ¢" mamy

n

P =quw,
gdzie w jest pewna liczba calkowita. Ale (p,q) = 1, wiec ¢ = 1 (mozna o tym sie przekonaé
rozkladajac p, ¢ na czynniki pierwsze). [

Definicja 8.2. Rozwaimy zbior macierzy o wyrazach calkowitych. Oznaczmy ten zbior przez
Hom(Z).

Lemat 8.2. Liczba x nalezy do A wtedy i tylko witedy, gdy jest wartoscig wiasng macierzy z
Hom(Z).

Dowdd. = Skonstruujemy macierz, ktérej x jest wartoscia wlasna. Niech y™ + a,_1y" "' +
...+ a1y + ag bedzie wielomianem, ktérego = jest pierwiastkiem. Rozwazmy macierz

0 -1
0 0 -1
(—1)”&0 al(—l)"71 an_l(—l)

Jest to macierz, ktérej x wielomianem charakterystycznym jest y™ +an_19" ' +... + a1y +
ag.

< Pierwiastek wielomianu charakterystycznego macierzy z Hom(Z) jest liczba algebraiczna.
O

Lemat 8.3. Zbior liczb algebraicznych jest podpierscieniem, tj. jesli a,b € A, to ab,a+ b € A.

Dowdd. Jesli a jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego macierzy A wymiardéw n x n,
b pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego macierzy B wymiaréow m X m, to:

e a + b jest wartoscia wlasng macierzy A ® I, + I, ® B z wektorem wlasnym v ® w, gdzie
Av = av, Bw = bw, poniewaz

(AT, +1,0B)(vew)=(Av® L,w)+ (I,v ® Bw) = (a+ b)(v @ w).

e ab jest wartoscia wlasng macierzy A ® B odpowiadajaca wektorowi wlasnemu v ® w.
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Lemat 8.4. Jesli ay,a,...,a, € A, to istnicje m, ¢ € C™ oraz B; takie, zZe
Bip = a;¢.
Dowdéd. Niech A; bedg macierzami takimi, ze A;v; = a;v; wymiaréw m; X m;, rozwazmy macierze

Bi=In ®@Ln,®...0 i1y, ®...0 I,

oraz wektor

O=11 QU2 ® ... R Up.
Sa to szukane macierze i szukany wektor, m = II}"_;m,. O
Lemat 8.5. Jesli B = (bl-j)ﬁjzl, bi; € A, to wartosci wlasne B sq liczbami algebraicznymi.

Dowéd. Z poprzedniego lematu istniejg macierze B;; i wektor ¢ takie, ze B;j¢ = b;;¢. Rozwazmy
macierz

Q = ZB” &® (5”
,J
Macierz @ jest caltkowitoliczbowa. Niech o bedzie wartoscig wlasna macierzy B, czyli By = a),
wtedy

Q@ Y) = Bijd @t =Y bid @50 =Y ¢@b;00 = ¢ By = a(p @)
i,j i,j ]
Stad « jest wartoscia wlasng macierzy catkowitoliczbowej, stad jest liczba algebraiczna. O

Lemat 8.6. Niech m € G bedzie reprezentacjq skoriczonej grupy. Wiedy x=(g) jest liczbg alge-
braiczng catkowitq dla kazdego g € G.

Dowdéd. Niech n bedzie rzedem G. Wtedy ¢" = 1, czyli m(¢g") = I, zatem wartosci wlasne 7(g) sa
n

pierwiastkami n-tego stopnia z 1. Zatem x,(g) = Z Ai, gdzie \; sa tymi warto$ciami wlasnymi

jest liczba algebraiczna catkowita. = O

Lemat 8.7. Dla dowolnych charakteréw X ,Xo, gdzie m,0 € G mamy

Xr* Xo =0 7|G‘x
s o rrod(ﬂ_) T

Dowdd. Wyliczamy z definicji

X * Xo (T ZX’T Yy )xe(y) = ZDZk(wy )Di(y Z Dy Ty HDh(y) =

y,k,l Y, k1,5
|G\ |G|
Z Dfi;(x) Dy, (y) Dj (y Z Dig;(= 5m5kz5]l () < OroXn (7).
y;k,l.j Y.kl
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Przechodzimy do dowodu gléwnego twierdzenia rozdziatu.
Twierdzenie 8.1. Zachodzi podzielno$é d(r)||G|, gdzie m € G.

Dowdd. Utwoérzmy wektor zlozony z wartosci charakteru y, po wszystkich elementach grupy G.
Lemat 8.7 daje nam, ze wektor ten jest wektorem wlasnym macierzy

(Xﬂ(xyil))m,y

G
z warto$cia wlasna d|() Macierz ta na podstawie lematu 8.6 jest zlozona z wyrazow z A, wiec
™
G
d(|) € A. Na mocy lematu 8.1 jest to liczba catkowita. O
Y

9. Funkcje dodatnio okreslone a teoria reprezentacji

9.1. Funkcje dodatnio okreslone

Podamy definicje funkcji dodatnio okreslonej, nastepnie udowodnimy kilka twierdzen zwiazanych
z teorig reprezentacji.

Definicja 9.1. Funkcje f : G — C nazywamy dodatnio okreslong jesli dla dowolnego N,
dowolnych zespolonych o; i dowolnych elementéow grupy x; mamy

N

Z f(xy~?)aya; > 0.

i,5=1

Definicja 9.2. Cigg a,, nazywamy dodatnio okreslonym, gdy dla dowolnego N i dowolnych ze-
spolonych c; mamy

N
Z a;—joqo = 0.
i,j=1
Uwaga 9.1. Definicja jest rownowazna z tym, ze dla kazdego N macierz
(f(xz‘x;l))?,jd
jest dodatnio okreslona.
Uwaga 9.2. Jedli G = (Z,+) to z dodatniej okreslonosci funkcji (ciagu) wynika, ze

N ‘
> fk)e*?

k=N,
dla dowolnego ¢ € [0, 27).

Jasnym jest, ze suma funkcji dodatnio okreslonych jest dodatnio okreslona. Okazuje sie, ze ana-
logiczna wlasnos¢ zachodzi rowniez dla iloczynu. W celu udowodnienia tego wprowadzamy tzw.
iloczyn Hadamarda.
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Definicja 9.3. Iloczynem Hadamarda macierzy A = (a;5) @ B = (b;;) wymiaréw n x n
nazywamy macierz

AoB= (aijbij).
Twierdzenie 9.1. Iloczyn Hadamarda macierzy dodatnio okreslonych jest dodatnio okreslony.

Dowdd. Udowodnimy najpierw tozsamosé

(A o Bx,y) = Tr(Adiag(x) B diag(y)),

gdzie
diag(z) = 0 0 =23 ... O
0 0 0 ... =z,

oraz A, B sa macierzami hermitowskimi. Ze wzgledu na liniowo$¢ calego wyrazenia wystarczy,
ze sprawdzimy na bazie. Majac ten wzér wystarczy pokazaé, ze

Tr(A diag(z) B* diag(z)) > 0.
Jednakze, A, B sa dodatnio okreslone, czyli istnieje pierwiastek z nich, to daje
Tr(A diag(z) B* diag(z)) = Tr(A/2AY2 diag(z) BY/2B'/? diag(z)).

Nastepnie z wlasnoéci sladu zapisujemy

Tr(AY2AY? diag(x) BY2 B'/? diag(T)) = Tr((AY/? diag(z) B'/?)(B'/? diag(7) AY/?)) = Tr(CC*),
gdzie C = A'/? diag(x)Bl/Q. Wyrazenie Tr(CC*) jest dodatnie, poniewaz jest réwne normie
Hilberta-Schmidta macierzy C. O

9.2. Twierdzenie Herglotza
Przypomnijmy kilka podstawowych pojeé¢ zwiazanych z teoriag szeregdéw Fouriera.

Definicja 9.4. Jgdrem Dirichleta nazywamy

dla n naturalnego.
Definicja 9.5. Jadrem Fejera nazywamy Srednig arytmetyczng jader Dirichleta, tj.
;X
Fn(z) > Dy(x).

N—l—lk:O

Fakt 9.1. Jadro Fejera ma nastepujace wlasnosci:
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o Fiy(z) >0,

k
e ciag an(k) = (1 — |N> jest dodatnio okre$lony, poniewaz
+

27
/ e*? Fy (2)da.
0

Sformutujemy i udowodnimy gléwne twierdzenie tego rozdzialu wykorzystujac aproksymacje ja-
drem Fejera.

aN(k)

Twierdzenie 9.2. (Herglotz) Kazda funkcja ¢ dodatnio okreslona na grupie zwartej (dyskret-
nej) jest postaci

o(g) = /G +(9)du(g),

gdzie p jest pewng miarg probabilistyczng. W szczegdlnosci jest tak dla G = (Z,+).

k
Dowdéd. Rozwazmy ciag ay (k) = (1 - |N> . Jest on dodatnio okreslony. Z twierdzenia 9.1 ciag
+
an (k)o(k) tez jest dodatnio okreslony. Stad mamy

n@ = Y o (1- 1) 50

k=—n
co w polaczeniu z tym, ze $(0) = 1 daje catkowalnos$¢ do 1 po odcinku [0, 27). Zatem T, (z) zadaje
dystrybuante pewnej miary. Z twierdzenia Helly’ego (badZ *-stabej zbieznosci na przestrzeni
dualnej do C[0, 27)) mamy, ze istnieje podciag zbiezny miar zadanych przez T, do pewnej miary
probabilistycznej p. Liczymy

[ gn e 35 (- ) - o 1-15) ot

k=—n; " J

O

9.3. Twierdzenie Gelfanda-Naimarka-Segala

Okazuje sig, ze mozna podac ogdlne twierdzenie charakteryzacyjne dla funkcji dodatnio okreslo-
nych na grupie (dyskretnej).

Twierdzenie 9.3. Niech & bedzie ustalony, m bedzie dowolng reprezentacja grupy G. Wtedy
o(g) = (n(9)€,&) jest funkcjq dodatnio okreslong na grupie G.

Dowdéd. Sprawdzamy biorac dowolne N i liczby zespolone z;

N N N
Z T19,)€,€) 27 = Z (m(95)€,7(9:)€) 2% = Z (m(g5)2;€,m(9i)2€) =

2

N
Z 2im(9i)§
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Przyklad 9.1. Majac taka charakteryzacje mozemy (z podobnym dowodem) podaé przyklady
funkcji dodatnie okreslonych np. na R:

1. funkcja ezz, jest transformatg Fouriera funkcji postaci el@=a)?/ bz,
2. funkcja rl*! dla r € [0,1] jest transformatg Fouriera funkcji postaci 1/(z* + 1),

3. funkeja 1/ cosh(z), jest transformata Fouriera funkcji 1/ cosh(az) dla pewnego a.

Okazuje sie, ze funkcje postaci ¢(g) = (7(g9)§, &) to jedyne funkcje dodatnio okreslone na grupie
(dyskretnej), zapewnia to twierdzenie Gelfanda-Naimarka-Segala.

Twierdzenie 9.4. Dla kazdej funkcji ¢ dodatnio okreslonej na grupie dyskretnej istnieje prze-
strzen Hilberta H, wektor cykliczny £, reprezentacja (7w, H) @ iloczyn skalarny takie, Ze

?(g) = (7(9)€,€) -

Dowdd. Rozwazmy forme dwuliniowa p na C[G] zadana nastepujaco

p(fi f2) = Y oy 2) fi(y) fa(x).

z,yeG

Z dodatniej okre$lonosci ¢ spelnia wszystkie aksjomaty iloczynu skalarnego oprocz niezdege-
nerowania. W szczegdlnodci spelnia tez nieréwnosé Cauchy’ego-Schwarza (jej dowdd nie uzywa
niezdegenerowania). Rozwazmy podprzestrzen

H={f:p(f f) =0}

Jest to podprzestrzen liniowa (w dowodzie korzystamy z nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza)

p(fitfa, frtf2) = p(f1, f)+D(f2, f2)+2D(f1, f2) = 04+042p(f1, f2) < V/D(f1, f2)V/D(f2, f2) = 0.

7 tego, ze grupa jest dyskretna, jest to takze podprzestrzen domknieta, zatem wydzielamy
C[G]/H. Na tej podprzestrzeni zadajemy nowa forme dwuliniows ¢

q([f1]; [f2]) = p(f1, f2).

Z nier6wnosci Cauchy’ego-Schwarza nie zalezy ona od wyboru reprezentantéow klas réwnowazno-
$ci. C[G]/H niekoniecznie musi by¢ przestrzenia Hilberta, uzupelmiamy ja do przestrzeni Hilberta
‘H. Definiujemy reprezentacje unitarng na C[G]/H

w(9) = [f] = [7(9) f).

Definiujemy tez reprezentacje na uzupelnieniu H

m(9lf]] = [r(g)x]

gdzie x jest granica ciagu Cauchy’ego f.Jest to reprezentacja. Teraz wystarczy wziaé

Mamy wtedy



Sprawdzamy na iloczynie skalarnym H

<7T(9)H5e”7 [[56]]> = p(597 de) = ¢(9)-
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