Wstep do teorii reprezentacji grup. Lista 10

. Niech P = (a;;)7;—, bedzie (zespolona) macierza dodatnio (nieujemnie) okreslona (dla
dowolnych zespolonych «; zachodzi ZZ ; Qi 0G0 > 0). Udowodnij, ze wtedy istnieja
wektory & € C™, takie ze a;; = (§;,&;). Czy to zachodzi réwniez dla n = oo?

. Niech P, = (a;;), P> = (b;;) beda macierzami dodatnio okreslonymi. Wéwczas iloczyn
Hadamarda P; o Py := (a;;b;;) tez jest dodatnio okreslony.

. Niech ¢: G — C bedzie dodatnio okreslona na grupie G. Woéwczas |p(x)| < p(e) dla
kazdego = € G.

. Niech ¢: G — C bedzie dodatnio okreslona na grupie G. Woéwczas, dla dowolnych
z,y € G (wsk. GNS):

(@) — eW)I* < 20(e)[p(e) — Rep(z™y)].

. Pokaz, ze nastepujace funkcje sa dodatnio okreslone na (R, +):
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- —lal? <2 2l (1 < < 1).
e ", cosh(z)’ e (0<p<2), (=1 <r<1)

. Pokaz, ze nastepujace funkcje sa dodatnio okreslone na grupie (Z, +):
() ¢r(n) =rl"l, —1<r <1y
(b) 1a(n) =e " A >0 (wsk. rozwaz e~ **" na R);
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c) ciag Fejéra Fiy(k) = N a [k| <
() cing Fféra P () = { 7% A =X
. Funkcje z poprzedniego zadania ¢, (n) = r?l (=1 < r < 1) zrealizuj jako wspélezynnik
macierzowy unitarnej reprezentacji grupy (Z, +) (mozliwie jawnie).
. Pokaz, ze funkcja na grupie permutacji przypisujaca permutacji o € S, liczbe jej
punktow statych [{k € {1,...,n} | o(k) = k}| jest dodatnio okreslona.
. Pokaz, ze funkcja ¢, (z) = rl®l (=1 < r < 1) okreslona na wolnej grupie abelowej
o dwbéch generatorach (gdzie |z| oznacza dlugosé nieredukowalnego stowa reprezen-
tujacego x) jest dodatnio okreslona.



